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| ntroduccion
Este texto electronico (CD) es e producto del Proyecto de Docencia 06-015

En la estructura de desarrollo de este texto electronico, primeramente a modo de
fundamentacion presentamos dieciséis gercicios que muestran un ato porcentaje de
error por parte de los alumnos de diferentes carreras que cursan asignaturas de
Matematica en primer afio.

Posteriormente, desarrollamos cinco capitulos relacionados con Aritmética y Algebra
Bésica, teniendo como propositos:

1. Repasar los conceptos tedricos que respaldan la solucién de los dieciséis gercicios
presentados en la fundamentacion.

2. Repasar otros conceptos tedricos bésicos de Aritméticay Algebra.

En el desarrollo de cada capitulo aparecen |os conceptos teoricos, € emplos aclaratorios
Y €ercicios con sus respuestas.

Paratrabajar con €l texto, le sugerimos € siguiente plan metodol 6gico:

1. Revisar el materia teodrico y los g emplos desarrollados.

2. Cuando se considere entendido €l material, tratar de resolver los gercicios que se
presentan a final de cada tema sin recurrir a material. Si no puede contestarlos
significa que no ha entendido el tema. Sera necesario entonces repasar y resolver de
nuevo los gercicios. Posteriormente, comparar sus respuestas con las entregadas en €l
texto.

Finalmente, presentamos una Prueba Final parasu auto-evaluacion.
Tenemos la certeza que los propésitos descrito anteriormente, van a ayudar a nuestros

futuros alumnos a no cometer errores basicos de Aritméticay Algebra a enfrentar las
asignaturas de Matematica en primer afio.

Los Autores
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Fundamentacion

Es una redidad que un ato porcentgje de alumnos de diferentes carreras que cursan
asignaturas de Mateméticas en primer afo, presentan errores basicos de Aritmética y
Algebra, a modo de muestra presentamos dieciséis gercicios con la solucion correcta'y
el error comun.

EJERCICIO 1. c
Error Comdn
v Evalué 13
13 o0
0
o Cuando el denominador es“0" & cociente es indefinido.
Solucion.
1—3 = Indefinido
0
EJERCICIO 2.
v Evaluélaexpresion Error Comdn
T(X+
% Evaluar la expresion como igual a“x”, cancelando laletra y en
y e numerador y denominador, sin ser “factor” tanto del
-, numerador como del denominador.
Solucioén.
7(X+ y) _X+Yy
7y y
EJERCICIO 3.

v Definael conjunto de los nimeros reales no negativos.
Solucién.

El conjunto de los nimeros reales no negativos esta formado por el conjunto con €
elemento 0 més el conjunto de |os nimeros real es positivos.

Error Comun

No incluir a conjunto con el elemento O

-

)

: CADE



EJERCICIO 4.

v" Ordenar de mayor a menor los nimeros -7 y —15.

Solucion
—7>-15 yaque —7—(-15) = -7+15=8 (nimero positivo)
Error Comdn
Dar como resultado —15 > —7 no respetando la definicion de desigual dad

EJERCICIOS.

v Cacular

(7%)°

Solucidn

(7X)° =7-7-x-x= 49X

Error Comun

Dar como resultado 7x° . El paréntesisindicaque el exponente 2 seaplicaa“7”y a“ x».

EJERCICIO 6.
v’ Calcular \/%
Solucidn
J25=5

Error Comun

Dar como resultado +5 no respetando la definicion de radicales.
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EJERCICIO 7.
v Cdcular

75

Solucién

Vs =5 -5

Error ComUn

Dar como resultado—5 simplificando el exponente de la potencia de la cantidad sub-
radical con el indice de laraiz. Lo anterior es vaido solamente cuando la base de la
potencia de la cantidad sub-radical es un nimero no negativo.

EJERCICIO 8.
Raciondizar € denominador dei .
32
Solucién
2 2 2
3 3 () 332) 3(¥2) a4
R T
Error Comun
Racionalizar % multiplicando el numerador y el denominador por 32
EJERCICIO 9.

Simplificar —(5x° - 4x-7)

Solucién
—(5x3 —4x— 7) = (—1)(5x3 —Ax— 7) = (—1)(5x3) +(=1)(=4x)+(-1)(-7)

=-5X° +4x+7

Error ComUn

Dar como resultado —5x* —4x—7 .
No cambiar € signo de cada término del polinomio como lo indica la propiedad distributiva.
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EJERCICIO 10.

Desarrollar (x+ y)2

Solucién
(x+ y)2 = X* 4+ 2xy + Y*

Error Comun

Dar como resultado x* + y?

No realizar el doble producto del primer término por el segundo término como lo indica la regla del
cuadrado de un binomio.

EJERCICIO 11
Resolver x(x—2)=0

Solucion
X(x-2)=0
x=0vx-2=0
Xx=0vx=2
S:{O,Z}

Error Comun

Dar como resultado S= {2} . No considerando el factor x=0.
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EJERCICIO 12.

Resolver 2—izi
X+1 x+1

Solucidn
1 X

x+1= xX+1
2x+1 X

x+1 Xx+1
2X+2-1=x
2X—Xx=-1

x=-1

Sustituyendo en la ecuacién origina x por —1.
Obtenemos:
i
~1+41 -1+1
1

2+—=_—1
0 O

2+

Ya que la divisién por 0 no existe, x=-1no es solucidn de la ecuacion origina. La

ecuacion no tiene solucion.

nS=0

Error Comun

Dar como resultado x = —1. Sin verificar la solucion.




Ejercicio 13.
Resolver 12t* +15t =18
Solucion
12t? +15t =18
12t* +15t-18=0
3(4t* +5t-6)=0
4°+5t-6=0
(4t-3)(t+2)=0
4-3=0vt+2=0

t=3vt=-2
~s={-23|

S= {6, %} . Cuando se soluciona una ecuacion cuadrética por factorizacién, se debe iguaar la

expresion a cero. No tiene ninguin sentido factorizar 4t* +5t =6 como t(4t+5)=6. Puesto
gue €l lado derecho es 6 (no 0), no podemos concluir nadasobre t y 4t +5.

Error Comun




EJERCICIO 14.

Resolver para x e[

-X>7
Solucién
—Xx> 7 Multiplicamos ambos lados por (1)
X< =7
5.S= ]—oo,—7[

Error Comun
Dar como solucion x> 7.

No invertir el sentido de ladesigualdad como lo indica el teorema de desigual dades.

EJERCICIO 15

Si log(5) =0,69897 y log(6) =0,77815.

Cdcular l0g(5) .
log(6)

Solucién

log(5) _ 0,69897

= 0,89825
log(6) 0,77815

Error Comun

log(5) —1o0g(6) = 0,69897 — 0, 77815 = —0,07918.
Aplicacion en formaincorrecta ley de un cociente de los logaritmos.
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EJERCICIO 16.

Si log(5) =0,69897 y log(6) =0,77815.
Cacular log(5+6)

Solucién
log(5+6) =log(11) =1,04139.

Error ComUn

log(5) +log(6) =1,47712.
Aplicacion en formaincorrecta ley del producto de logaritmos.

u CADE



Capitulo 1. Namerosy Proporcionalidad

Medir y contar fueron probablemente las primeras actividades de tipo matematico que
realizé el hombre. Debieron transcurrir muchos siglos para que el hombre obtuviera un
concepto abstracto de nimero.

1.1 El Conjunto delos NUmer os Naturales

El conjunto de los nimeros naturales cuyos elementos son utilizados para contar, se
representapor(] ={1,2,3...} .
Desde € punto de vista del desarrollo de un sistema axiomatico, consideraremos |os
conceptos “uno”, “nimero natural” y “sucesor” como primitivos.
L os nimeros naturales cumplen las siguientes propiedades:
a) uno (1) esel primer nimero natural.
b) S n esun nimero natural, entonces su sucesor es n+1, también es un nimero
natural .
C) Uuno no es sucesor de ninguin otro nimero natural.
d) Si los sucesores de dos numeros naturales n 'y m son iguales, entonces los
nimeros naturales n y mson iguales.

Factoreso Divisores y Multiplosde un nimero

Si a,b y ¢ son nimeros naturales que cumplen larelacién c=a-b, entonces decimos
que a y b son factores o divisores de c. Ental caso cseramultiplode ay b.

NUmero Primo

Un nimero natural p>1 esprimo s y sOlo si, sus Unicos factores son exactamente py
1.
El conjunto de los niimeros primos es {2,3,5,7,11,13,17,19,23,...}

Numero Compuesto

Un nimero n>1 escompuesto si y sélo si ese nlmero no es primo

Teorema

Todo nimero compuesto se puede descomponer de manera Unica como producto de
nUmeros primos.

-

)
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Ejemplo 1.
Descomponer € nimero 105 en sus factores primos.

Solucién
Como 105 terminaen 5, esdivisible por 5. Luego 105=5-21=5-3.7

M aximo Comun Divisor

El méximo comun divisor (m.c.d.) de un conjunto de nimeros naturales es e mayor
numero que divide a cada uno de los nimeros dados.

Ejemplo 2.
Determinar el m.c.d. entre 480 y 1200.

Solucion
1. Descomponer cada nimero en sus factores primos.
480=2-240=2-2-120=2-2-2-60=2-2-2-2-30=2-2-2.2-2-15=2°-3.5
1400=2-700=2-2-350=2-2-2.175=2.2.2.3.35=2.2.2.5.5.7=2°.7.5°
2. Escoger |os factores primos comunes con sus menores exponentes. 2° y 5
3. mcd=22.5=40

Minimo Comun Multiplo

El minimo coman multiplo (M.C.M.) de un conjunto de nimeros naturales es el menor
numero natural que es multiplo de cada uno de los nimeros dados.

Ejemplo 3.
Determine el M.C.M. entre 4, 10y 40.

Solucidn
1. Descomponemos cada nimero es sus factores primos.
4=2.2
10=2-5

40=2.20=2-4.5=2.2°.5
2. Escoger |os factores primos repetidos y no repetidos el evados a su mayor
Exponente.

2,2°,5
3.M.CM.=2-2*.5=40

& CADE



NUmer o Par

Un nimero natural espar si y solo si e multiplo es 2.
Esdecir, n espar < n=2p,pell

El conjunto de los nimeros naturales pareses. E = {2, 4,6,8,...}

NUmero Impar

Un ndmero natura esimpar si y solo si € no es par.
Esdecir, n esimpar <& n=2p-1,pell

El conjunto de los niimeros naturalesimpareses: O={1,35,...}
Uso de Par éntesisy Signos de Agrupacion
L os signos de agrupacion se ocupan para dar prioridad a las operaciones que encierran.

L os més frecuentes usados son: redondos ( ), corchetes [ | y llaves { }.

Operacionesindicadas con Signos de Agrupacion

Si en una operacion matematica aparecen uno 0 mas signos de agrupacion, se efectlian
primero las operaciones encerradas dentro de dichos signos y luego las operaciones
exteriores. Si hay paréntesis dentro de otros, se empiezan aresolver desde los paréntesis
més interiores.
Ejemplo 4.

5-(4+7)=5-11=55
Operacionesindicadas sin Signos de Agrupacion
Si en una operacion matematica no aparecen signos de agrupacion, se efectlan siempre
primero las multiplicaciones y/o divisiones. Entre estas prevalece e orden de izquierda

a derecha. Una vez resueltas todas las multiplicaciones y divisiones se resuelven sumas
y restas, de izquierda a derecha.

Ejemplo 5.
15-3+12:4= (15.3)+(12: 4) =454+3=48

& CADE



1.2 El Conjunto delos Numer os Enter os.

El conjunto de los nimeros enteros se representa por:
0={.,-5-4,-3-2-1012345,..}
- Esun conjunto infinito, ordenable.
- Si nesun nimero entero su antecesor es Nn—1 y susucesor n+1.
- Si nes un nimero entero, los nUmeros pares son de la forma 2n y los impares
son delaforma 2n-1.
- Para  nimero entero par 2n su antecesor par es 2n—2 Yy SuU sucesor par
2n+2.
- Para € nimero entero impar 2n+1 su antecesor impar es 2n—1 y su sucesor
impar 2n+3 .

Divisor y multiplo de un nimero entero

Si a,b,cell cumplen larelacion: c=a-b, entonces a y bson divisoresde ¢,y ces
multiplode a yde b.

Ejemplo 6.
—20 es mlitiplode -2y 10, porque —20=(-2)-10,y -2 y 10 son divisores de —20.

Minimo Comun Mltiploy Maximo Comun Divisor

M.C.M: El minimo comun multiplo de un conjunto de enteros es el menor entero
positivo que es multiplo de cada uno de los nimeros dados.

m.c.d.: El maximo comun divisor de un conjunto de nimeros enteros es e mayor
entero positivo que divide a cada uno de los nimeros del conjunto.

Ejemplo 7.

a) Encontrar M.C.M. delos nimeros12, 15y 10.
b) Determinar el m.c.d. de los nimeros 54 y 90.

Solucién

a) Los multiplos de 12 son: 0,12,24,36,48,60,72,84,96,108,120,132, €tc..
- Losmdiltiplos de 15 son: 0,15,30, 45,60, 75,90,105,120,135,150, etc.
- Los multiplos de 10 son: 0,10, 20, 30,40, 50,60, 70,80,90,100,110,120,130, etc..
- Los miltiplos comunes, distintos de cero, son: 60,120, etc.
El menor de estos multiplos comunes es 60; se dice que 60 es e minimo comun
multiplo de 12, 15y 10.
b) Los divisores distintos de la unidad de 54 son: 2,3,6,9,18,27 y 54.
- Losdivisores distintos de la unidad de 90 son: 2,3,5,6,9,15,18,30,45 y 90.
- Losdivisores comunes, distintos de la unidad son: 2,3,6 y 18. Por |o tanto, 18
es el maximo comun divisor de los nimeros dados.

. CADE



NUmero par y nimero impar

NUmero par: n espar < n=2p,con pell
NUmero impar: n esimpar < n=2p-1,con pell

Ejemplo 8.
a) —14 esnimero par porque —14=2-(-7), -7l
b) -7 esimpar porque -7 =2-(-3)-1, -3¢

Valor Absoluto

El valor absoluto de un nimero entero a se representa por|a|, y €S un ndmero no
negativo que se define por:

a s a=0
|a|= -a, s a<0

El valor absoluto asigna a cada nimero entero un entero no negativo, que representa la
distancia entre dicho entero y el cero, en larecta numeérica.

Ejemplo 9.
14| =14
|-17|=—(-17) =17

Operatoriaen [

ADICION

- Al sumar dos enteros de igua signo, se suman sus valores absolutos y se
conserva el signo de los sumandos.

- Al sumar dos enteros de distinto signo, se restan los valores absolutos y se
conserva el signo del sumando de mayor valor absoluto.

Ejemplo 10.
(—15)+(—7) =-22
(—5)+(21) =16

MULTIPLICACION

- El producto de enteros de igual signo, es positivo.
- El producto de enteros de distinto signo, es negativo.

e CADE



Ejemplo 11.

(-3)-(8)=-24
(~12)-(-4) = 44

Propiedades de la Adicion y dela Multiplicacion en [

1

Clausura
Ya,bel :(a+b)eD

va,bell :(a-b)el

Conmutatividad
Va,bel :a+b=b+a

Va,bel :a-b=b-a

Asociatividad

vab,cell :(a+b)+c=a+(b+c)
va,b,cell :(a-b)-c=a-(b-c)
Elemento Neutro

Yaell,30el] :a+0=0+a=a
Vael,Iel:a-1=1.a=a

Elemento Inverso
vaell,3(-a):a+(-a)=(-a)+a=0

Distributividad
va,b,cell:a:(b+c)=a-b+a-c

Otras Propiedades

1

ok wWN

Ley de Cancelacion
at+b=a+c=>b=c
a-b=a.-c=b=c,ax0
Yaell:a-0=0

—(-a)=a

-a=-1-a

Yaell, suinverso aditivo —a es Unico
a-b=0<a=0vb=0

17
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Sustraccion en [
va,bell :a—b=a+(-b)
Ordenen [J
Va,bell:a>b<3cell " :a=b+c

Potenciacién de nUmer os enter os

Se Ilama potencia enésima de un nimero entero a siendo n un ndmero natural, a

producto de n factoresigualesa a, siendo n un nimero natural.
Ensimbolos: a"=a-a-a-...-a.
%,_/

n veces

Ejemplo 12.
(-5 =(-5)-(-5)-(-5)=-125

Regla delos signos.

1. Toda potencia de exponente par es positiva
2. Toda potencia de exponente impar tiene el signo de la base.

Ejemplo 13.
(-3)'=(-3)(-3)-(-3)-(-3) =81
(-2 =(-2)(-2)(-2)-(-2)(-2) =22
(-4)’ =1

Radicacion de numer os enter os.

Laraiz enésima de un niUmero entero a que es potencia enésima, siendo n un ndmero
natural, es el nimero entero x ta que, elevado a la enésima potencia, da por resultado

a.
Ensimbolos: Ya=x< x"=a

Ejemplo 14.
3/8 = 2 porque 2° =8,
§/~32 =2 porque (-2)° = -32

18
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Ejercicio 1.1

a) Efectle las operaciones indicadas:
&) (-9)+(-2)+(-5)+(-1)
b) 5-(8+5)-10
c) 5+7(3+10)
b) Suprimir paréntesis, y encontrar el resultado en:
a —4+(-2+1)+5-[3-(1-2)+4]+1-2
b) —18+{-2-[9-3+(-5-1)]+11}-6
0 —{3-8-[4-3+(5+2-10)-(4-5)-3]+4-8}+2
c) Cacular:
a) -10+(-2)+ 3[—1—(—2)3 —3} +(-1)° —(-2)°
b) m—(—z)[1—32+(—1)3]+(—1)°

4. Exprese cada uno de los siguientes niUmeros como producto de potencias de
numeros primos

a 216
b) 1152
c) 4800
5.
a) Determine el méximo comun divisor (m.c.d.) entre 480, 1400y 8000.

b) Determine el minimo comun multiplo (M.C.M.) entre 25, 45y 75.

6. Se tienen tres cubos de 84 cm®, 270 cm® y 330 cm®. ¢Cudl es e mayor volumen de
cm® que cabe un ndmero exacto de veces en cada uno de ellos?

7. Setienen 160 cl y 168 cl de extractos distintos. Se quiere envasar en el menor
numero posible de frascos iguales sin mezclar los extractos. ¢Cué es el nimero
de frascos de cada clase?

8. Calculed vaor de:
a) (-2)°-15+(-3)+ Y4322
b) 1-5(-3)+¥-8+(1-4)
9. Cdcular:
a) (x+5)(x-5)
b) (a+y)(y-a)

& CADE



10.

a) Determinee valor delaexpresion a’—2ab+b’. S a=10y b=6.
b) Determine € la+b-c/+[2a-b-c|-[|a]. S

a=-1b=3c=-2.

Respuestas.

1
a -17
c) 1.2 650
d) 1.3 96

a -9
by -15
c 7

a 14
b) —-19

a 2°.3
b) 2.3
c) 2°.3.5°

a) 5.140
b) 52 225

6. 6 cm’

a x*-25
by y"-a

a) 16
by 6

la expresion

20
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1.3 El Conjunto delos Numer os Racionales

Este conjunto de nimeros se representa por [ .
L os nimeros racional es pueden escribirse en forma de fraccion.

Sean Iasfracciones% y g con a,cell, b,dell con b,d=0. Diremosque% y —

c
d

son fracciones equivalentessi y sdlo s ad =bc.

: , . . a
El conjunto de todas las fracciones equivalentes a la fraccion b forman una clase de

equivalencia que llamaremos nimero racional.

Se prefiere elegir como representante de la clase de equivalencia a una fraccion cuyo
numerador y denominador son primos entre si. Asi a niimero raciona

{g_—zg_—lo} sele prefiere designar %

Para todas las fracciones a/b y ¢/d,con b=0y d = 0:

Regladelossignos

_,a_—a_a

b b -b
Cancdativa

ac a

—=—,c%0

bc b

Division deceroy divisiéon por cero

i) O+a=

i) 0= 0=

=a,a=z0

esindefinido

olom

i) a+0:% esindefinido, a0

La adicién y la multiplicacién satisfacen las propiedades de Clausura, Asociatividad,
Conmutatividad, Elemento Neutro (O para la adicion, 1 para la multiplicacion),

Elemento Inverso (Va/bell , (—a/b) inverso aditivoy b/a inverso multiplicativo) y,
Distributividad de la multiplicacion sobre la adicion.

Amplificacion y Simplificacién

La amplificacién y la simplificacion son procesos para determinar fracciones
equivalentes.

Para amplificar unafraccion se multiplica el numerador y el denominador por un
mismo entero, distinto de cero.

Para simplificar una fraccion se divide e numerador y € denominador por un_
mismo entero, distinto de cero y de uno.

. CADE



Ejemplo 15.

5 5.2 10
a)—:—:—
7 7-2 1
p6_ 62 3 33 1
36 36:2 18 18:3 6

Las fracciones que no se pueden simplificar, se denominan fracciones irreductibles.
Forma Decimal de un NUumero Racional

Para escribir un nimero racional en forma decimal se divide é numerador por el
denominador.

Todo nimero racional es posible escribirlo como nimero decima finito, infinito
periodico o infinito semiperiddico.

Ejemplo 16.
a)§= 0,75
4

b)g=0,44444...=o,21

c)g -0,8333...=0,83

Ordenen [

Los nimeros racionales es un conjunto infinito y ordenable. Para determinar cua de dos
racionales es e mayor, se recomienda igualar los numeradores mediante una
amplificacion y comparar las fracciones resultantes. Si los numeradores son iguales, la
fraccion menor es la de mayor denominador. Si los denominadores son iguales la mayor
es la de mayor numerador.

Ejemplo 17.

Operacionesen [

Adicion:
vasell 24

Multiplicacion:

ac a,C _ ac
el
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Sustraccion:

Division:
a c C a-c _ ad

Ejemplo 18.
Calcular
1 2 5
 — + J—
4 3 2
32_53
3 2
Solucién
3-8+30 25 25
2 __ 12 _12_.256_251_25
1.7 22-21 1 121 21 2
3 2 6 6

NUmeros Mixtos

Un nimero que consta de entero y fraccion es un nimero mixto y es equivalente a la
sumadel enteroy lafraccion.

Transformacion de Decimal a Fraccion

La transformacién de un nimero decimal a fraccion depende del tipo de decimal que se
quieratransformar:

1. Decimal Finito
Se escribe en el numerador |a parte decimal, en el denominador un uno acompariado de
tantos ceros como cifras tenga la parte decimal.

Ejemplo 19.
07575 _15_3
100 20 4

2. Decimal Infinito Periédico
Se escribe en @ numerador |a parte decimal y, en el denominador tantos 9 como cifras
tenga el periodo.

Ejemplo 20.
07="
9
-
)
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3. Decimal Infinito Semiperiodico

Se escribe en e numerador € resultado de la resta entre la parte decimal y e ante-
periodo y, en & denominador tantos 9 como cifras tenga el periodo y seguido de tantos
0 como cifrastenga el ante-periodo.

Ejemplo 21.
0133 123-1 122 61
’ 990 990 495

Ejercicio 1.2

1. Simplifique:
84
a —
105
2°.3.5

p) £ ° 2
) 2.3.5°

s

2. Escriba en orden descendente (de mayor a menor) T

winN
Nlw

3. Escriba en orden ascendente (de menor a mayor) 21 132 262 526

4" 25'50 100"
4, Cdcule:
a) i+z_i b) __9§ C) §_§
10 5 50 7 5 4 7
5. Cdcule
—4)?
3) (gj:(fj p 4 o aiist
3 9 (_4) 3 4
6. Cdcule
‘o8]
10 10
b) 2§+3ﬂ—5E C) (2—1j+(2+£j+(3—1j
5 5 3 2 2 4

7. Efectie laoperacion indicaday ssmplifique e resultado:

3(5 5) 11
g o242 |-
56 12) 24

o 1 1{1 1(1 1}} (5 4],(3 2]
) —+ =+ —|=+= ) —— || =+ =
2 4|2 4\2 4 815) (2 3
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8.Encuentre la representacion decimal de las siguientes fracciones y determine si tienen
una representacion finita:

127
8 2L
1000

o) 2
11

19
C —_—
) 6

9. Escribala fraccion comun que corresponde a cada uno de |os siguientes decimales:
a 0,27
b) 3,205
c) 0,36

10. Escriba la fraccion comun que corresponde al decimal semiperiédico 1,945

Respuestas
4 6
1. a) — by =
) 5 ) 5
, 327
4'3'12
5 262 215%6 132
' 50 ' 4100 25
. a9 2 g B
25 35 28
6 1 7
5 a —— by — c) 9—
) ) 16 ) 12
16 27
6 a — by — c) —
) ) 15 ) 4
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7. a2 by 22 9 L
8 64 13
8. ) 0127 (finito)  b) 2,45 c) 3,16
100 200 11
10, ¥
55
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1.4 Razdn

Una razon es una comparacion de dos cantidades de la misma naturaleza, por medio de
un cociente (cuociente). Por ggemplo. Si una madre tiene 42 afios y su hijatiene 17 afos,

entonces el cociente entre la edad de la madre y de la hija es j—? . Se dice que larazon
entrelaedad delamadrey lade lahijaescomo 42 esa 17.
., a
Larazon b oa+b selee“aesab”.
El primer elemento de una razén (numerador o dividendo) se Ilama antecedente y €l
segundo término (denominador o divisor) se llama consecuente.
1.5 Proporcion
Laigualdad entre dos razones se Ilama proporcién. Asi: é = % €S Una proporcion.

También podemos escribirla 2:5=14:35. Los términos 2 y 35 se [laman extremosy 5
y 14 medios.

Propiedades de las Propor ciones

1. Propiedad Fundamental.

E=§c>a~d:b~c con b,d =0

b
2. Invertir Razones
a c b d
—_=— " —=—
b d a ¢
3. Intercambiar Extremos
a ¢ d c
—_e— " —=—
b d b a
4. |ntercambiar M edios
a_c_a_b
b d c d

5. Permutar Razones
c

c
et
d d

a a
b b

g CADE



Ejemplo 23.

Calcular x en lasiguiente proporcion: 22 :g
X
Solucién
De acuerdo con la propiedad fundamental :
X-6=22-3
6X = 66
66
X=—
6
x=11

Esdecir xes11.
Proporciones Iteradas

Una proporcion iterada también llamada serie de razones consta de tres 0 mas razones
gue tienen el mismo valor. Por gjemplo:

a c_¢ 0o a:c:e=b:d:f
b d f
Teorema Fundamental

En una proporcién iterada cualquiera, se cumple que la suma de los antecedentes es ala
suma de los consecuentes como un antecedente cualquiera es a su consecuente
respectivo.
Es decir:

.a c e a+c+e _a ¢ _e

—=—=—,entonces ——=—=—=—

b d f b+d+f b d f
Para resolver problemas relacionados con proporciones iteradas, igualamos cada una de
las razones a una constante K :

gzgzgzk y despejando obtenemos. a=kb, c=kd y e=kf .
Ejemplo 24.

Las edades de Maria, Juanay Algjandra son entre si como 3:4:5. Si sus edades suman
60, calcular laedad de Algjandra.

Solucion
Sean X, Y, z las edades de Maria, Juanay Alejandra respectivamente. Setiene:

5=X=E=k y X+Yy+2z=60.Despeando tenemos: x=3k;y=4k;z=5k .

3 4 5
Como x+y+z=60, tenemos:

-

)
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3k +4k +5k =60
12k =60
k=5

Reemplazando el valor de k, en z=5k , obtenemos. z=5-5=25.

Respuesta: Algjandratiene 25 afios.

Proporcionalidad Directa

Dos variables estdn en proporcionalidad directa si la razon entre ellos permanece

siempre constante.

. . . . . X
Diremos que x es directamente proporciona a y, s €l cociente — permanece
y

constante.

En simbolos: X_k (k factor de proporcionalidad).
y

Es decir, a medida que aumenta o disminuye una, la otra también aumenta o disminuye

en lamisma proporcion.

Ejemplo 25.

En un edificio de departamento ubicado en la ciudad de Concepcion, una familia gasta
en promedio 300 litros de agua por dia. ¢Para cuantas familias alcanzara una provision

de 9000 litros diarios?

Solucion
Como es un caso de proporcionaidad directa, tenemos:
1familia __  xfamilia
300litros ~— 9000litros
Igualando el producto de términos cruzados:
300x = 9000
9000
X =
300
x=30

Respuesta: la provision de 9000 litros alcanza para 30 familias.

29
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Proporcionalidad Inversa

Dos variables estédn en proporcionalidad inversa si a medida que aumenta una la otra
disminuye proporciona mente.
Si x e y son variables en proporcionalidad inversa, setiene: x-y=k (k= constante de

proporcionalidad).

Ejemplo 26.

Si un auto vigia en una direccion durante 4 horas a un velocidad de 100 kilémetros por
hora, ¢cuantas horas utilizard en €l regreso si vigja a una velocidad de 80 kildmetros por
hora?

Solucién

Como las cantidades son inversamente proporcionales, tenemos:

100[Xm¢]  xhoras
8o[Kmy| ~ 4hores

Como las unidades son homogéness, se tiene:
100 _x
80 4
80x =400
400
X e —
80
X=5

Respuesta: El vigje de regreso demora 5 horas.

1.6 Porcentajes

Los nameros fraccionarios o decimales algunas veces se expresan como porcentgjes;
por ejemplo 7% quiere decir 7/100 6 0,07 . En general, a % significa “a partes de 100",
y es, simplemente, otraforma de escribir a/100.

Por ejemplo 32 % significa 32/100 : entonces, 32 % = 0,32.

Ejemplo 27.
0,45=0,45x1=0,45x100% = 45%

L os porcentajes se utilizan preferentemente para describir os incrementos o reducciones
en cantidades como poblacion, salariosy precios.

El porcentaje de incremento = (cantidad de aumento/ cantidad original) x100 %
El porcentaje de decrecimiento = (cantidad de decrecimiento / cantidad original) x100 %

-

)
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Ejemplo 28.
La poblacién de un pueblo disminuy6é de 72.500 a 70.000 habitantes. ¢Culd es €l
porcentaje de decrecimiento?
Solucién
La cantidad de decrecimiento es 72.500— 70.000 = 2500 y la cantidad original
es 72.500. Utilizando la férmula del porcentgje de decrecimiento, se tiene:

2500
72500

Respuesta: El porcentaje de decrecimiento es aproximadamente de3,45%.

~ 3,44827586207 x100% =~ 3,45% .

Ejemplo 29.

¢Cudl es € precio de oferta de una pelota de futbol si € precio normal es de $ 6.000 y
hay un 25 % de descuento?

Solucion
Como se ofrece un 25 % de descuento, €l precio de oferta serd, € 75 % dd precio
normal, es decir:

(0,75)($6.000) = $4.500.

Otraforma, podemos calcular 25 % de descuento y restarlo al precio normal asi:
$6.000— (0, 25)($6.000) = $6.000—-$1.500 = $4.500

Ejercicio 1.3

1. Determine larazon entre:
a -12y18
1
b) 5y =
) 5y =

c) V2 y32

2. Encontrar x, Si:
a) 3:4=x:12.
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3. Comprobar si los siguientes nimeros forman una proporcion:

b) 84;4;3
8 5

4. Calcular e extremo desconocido en las siguientes proporciones:

. , ., 3 . ,
5. Dos nimeros, cuya suma es 28, estan en larelacion 2 ¢Cuales son los nimeros?

6. La suma de los cuadrados de dos nimeros positivos es 25. Si la razén entre ellos es

2 . .
—. ¢Cuales son los nimeros?

15

7. En un diade trabajo de 8 horas, un trabagjador hace 10 cgjas. ¢Cuantas horas tardard
en hacer 25 de esas mismas cgjas?

8. Paraempapelar una habitacion se necesitan 15 rollos de papel de 0,45 m de ancho.
¢Cuantos rollos se necesitaran, s €l ancho fuerade 0,75 m ?

9. Sobre un total de 25 alumnos concurren 22 aclase. ¢Cué es el porcentaje de
asistenciay deinasistencia?

10.En unafébrica de 1860 trabajadores la asistencia durante 3 dias consecutivos ha sido
de 1850, 1852, 1848. ¢Cud es el porcentagje medio de asistencia e inasistencia?
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Respuestas

2 1

1. a —— b) —25 c) =
) : ) ) 2

2. a x=9 b) x=-10 C) Xx=2
3. a S b) No c) S
4.a)x=§ b)x=—E c)x=9—1

5 4 36
5. 12y 16
6. 3y4.
7. 20 horas.
8. 9rollos
0. 88 %y 12% respectivamente.

10.  99,46% y 0,54% respectivamente.

1.7 El Conjunto delos NUumeros|Irracionales

El conjunto de los nimeros irracionales se representa por [1 .

Los numeros irracionales son numeros de infinitas cifras decimales que no tienen
ninguna ley de formacion, es decir, no son expresiones periodicas, por lo tanto no
pueden expresarse mediante una fraccion, y en consecuencia no son nimeros racionales;
por eso es que se los llama numeros irracionales. Para expresarlos, se escriben las
primeras cifras decimales conocidas y luego se agregan puntos suspensivos, con lo que
seindica que el nimero de cifras esinfinito.

Ejemplo 22.
a)}3=173..
b)\/23 = 4,795...

c)7 = 3,141592653589...
d)e=2,71828182846...

: CADE



1.8 Conjunto de Numer os Reales

La union del conjunto de los nimeros racionales y el de los numeros irracionales es el
conjunto de los nimeros reales. Si este conjunto se denota por [ , simbdlicamente se

define por mediode [ =01 U[]T.

El sistema numérico real consta del conjunto [ de nimeros reales y dos operaciones
denominadas adicion y multiplicacion. La adicion se denota por medio del simbolo +, y
la multiplicacion por € simbolo - (o bien, x). Si a,bel] , entonces a+b denota la

suma, y a-b (o bien ab) denota su producto.
Propiedades del sistema de nimerosreales

ADICION

1. Clausura
Va,bel :a+bel
va,bell :(a-b)el
2. Asociativa
vab,cell :a+(b+c)=(a+b)+c
va,b,cell :(a-b)-c=a:(b-c)
3. Conmutativa
Va,bel :a+b=b+a
Va,bel :a-b=b-a
4. Elemento Neutro
Vaell,30el] :a+0=0+a=a
Vael ,qlel :a-1=1-a=a
5. Elemento Inverso
vaell,3(-a)ell :a+(-a)=0=(-a)+a=0

vaell ,El(ijei (a# 0):a-(§j:(§j-a:1

6. Distributividad
6.1 va,b,cell :a(b+c)=ab+ac

6.2 va,b,cell :(a+b)c=ac+hbc
7. Cancelativa
7.1 Vab,cell : Si a+c=b+c, entonces a=b
7.2 Vab,cell:Si ac=bc y c#0, entonces a=b
8. Multiplicacién por cero
8.1 vaell : a-0=0-a=0
8.2 Vabell : Si a-b=0, entonces a=0vb=0 (0 ambas)
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SUSTRACCION

Lasustraccion de dosnumerosreales a y b se define en términos de laadicion como:
a-b=d sysdlos a=b+d.

Sustraccion y negativos

> —(-a)=a

> —(ab)=(-a)(b)=a(-b)

> —a=-1(a)

> (-a)(-b)=ab
Ejemplo 30.

Evaluar lasiguiente expresion: (—a)(—b).

Solucion
(-a)(-b)=ab

DIVISION

Ladivision de dos nimeros reales a y b se define en términos de la multiplicacion de
lasiguiente forma:

a+b=q sysilos a=hq.
Debido a que 0-q=0 para cualquier valor de q, 0+0 puede ser igual a cualquier
numero real, de aqui 0+0 esindeterminado. Por tanto, para cualquier nimero real a,
no existe un significado fijo para a+0. Luego ladivision entre cero no esta definida.

Ejemplo 31.
Evauar lasiguiente expreson; ———
J P 7-(15-8)

Solucién
v ooV

\
7-(15-8) 7-7 0
L uego,

759

esindefinida, porque su denominador es cero.
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RECTA DE NUMEROSREALES

Sea cualquier recta, escogemos un punto sobre ella para representar € nimero 0. Este
punto, en particular, se llama origen. Si a continuacion seleccionamos un segmento de
recta de longitud unitaria, como lo muestra la siguiente figura,

cada numero real positivo X puede representarse por un punto a una distancia x ala
derechadel origen. De igual manera, cada nimero real negativo —x puede representarse
con un punto a una distancia x hacia la izquierda del origen. Esta asociacion produce
una correspondencia uno a uno entre el conjunto de nimeros reales y e conjunto de
puntos de una recta. Para cualquier punto P dado en la recta de nimeros reales, €
nimero p, que corresponde a este punto se [lama coordenadade P .

Menor quey Mayor que

Si a 'y b sonnimerosredes, a=b setiene:
» a<b siysilos b-a esun nimero positivo
» a>b sysblosi a—b esunnumero positivo

Ejemplo 32.

» 7>5porque 7-5=2,y 2 espositivo
» -12<-5 porque -5—(-12)=7,y 7 espositivo.

Si escribimos a<b (léase a esmenor oigual a b) se quiere decir que a es menor que
boa=b.
De manera similar, a>b (léase a es mayor o igua a b) indica que a es mayor que
boa=b.

Los enunciados a<b,a>b,a<b y a>b son llamados desigualdades. Las dos
primeras son desigualdades estrictas y |as dos Ultimas son desigualdades no estrictas.

Un nimero xestaentre ay bs a<x y x<b. Se puede escribir o anterior como una
desigualdad continua de la forma siguiente:a< x<b. Otras desigualdades continuas
son a<x<h,as<x<bya<x<b.

Al conjunto de todos los nimeros reales x que satisfacen la desigualdad continua
a<x<b se le denomina intervalo abierto y se denota por]a,b[. Por tanto,

Jab[={xell ;a<x<bh}.
El intervalo cerrado es el intervalo abierto |a,b[ junto con los dos puntos extremos a y
b, sedenotapor [a,b]; asi [a,b]={xell ;:a<x<h}.

-
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El intervalo abierto por laizquierda (semiabierto) es el intervalo abierto ]a,b[ junto con
el punto extremo derecho b . Sedenotapor |a,b]; asi ]a,b]={xel :a<x<b}.

El intervalo abierto por la derecha (semiabierto) es e intervalo abierto ]a, b[ junto con
el punto extremo izquierdo a y se denota por [ab[.De este modo
[a,b] ={xell ;a<x<h}.

Empleando e simbolo +oo y el simbolo — . Se tienen los interval os siguientes:
la, o[ ={xel :x>a}

J-oo,b[ ={xell : x<b}
[a,+0] ={xell :x>a}
]-oo,b] ={xel : x<b}

bl =1

Ejemplo 33.

Escribir en notacion de interval os |0s siguientes conjuntos:
a){xell :-12< x< -5}

b) {xell :x>5y x<17}
c) {xell :x<0ju{xell :x>6}

Solucién
a) {xel :-12<x<-5} =[-12,-5
b) {xel :x>5y x<17}=]517]
c) {xel :x<0}u{xell :x>6}=]-0,0[ U[6,+0]

Valor Absoluto

Si a es un nimero real, € valor absoluto de a, denotado por |a|, es a,s aesno
negativo,y —a, s a esnegativo. Con simbolos setiene

a s a=0
|a|= -a s ax<o0

El valor absoluto de un nimero real a se puede considerar su distancia (sin tener en
cuenta el sentido, alaizquierda o aladerecha) desde el origen.

Ejemplo 34

Encontrar
17

=
b) |V2-3 -
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Solucién

17 17 17 , -
a) —=7 yaque = €S un niimero positivo

b) ‘\/E—Zi{z—(\/ﬁ—s)z—\/i+3=3—\/§,yaque (\/5—3) €s un nimero

negativo.

Distancia entre dos puntos
Si a y bson dos puntos en larectanumeérica, ladistanciade a a b es d(a,b) = |b—a|.

Ejemplo 35.
Calcular ladistanciade —17 a 2.

Solucion
d(-17,2) =|[2—(-17)|=]2+17| =19 unidades

Ejercicio 1.4

1. Simplifigue las siguientes expresiones:
X

&
e

C) L
13- (21-8)

a)

2. Encuentre la expresién dada:

3. Justifique los siguientes enunciados.
3 [(6)(7)](3)=[(7)(8)](3)

b) (a-b)+[-(a-b)]|=0
) (4+5)(7+2)=(4+5)7+(4+5)2

4. Represente | os siguientes conjuntos mediante la notacién de interval os:
a) {xell :-15<x<7}
b) {xell :x>4]
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5. Utilice notacion de interval os para denotar |0s siguientes conjuntos.
a) El conjuntos de todoslos x enlosrealestales que x menor o igual a —12.

b) El conjuntos detodoslos x enlosreaestalesgue xes mayor oigua a5y
menor que 17.

6. Represente e conjunto mediante la notacion de interval os:
a){xell :x>2}n{xell :x<15
b){xell :x<-5}u{xell :x>5|

7. Determine € valor absoluto de;

a) [19

5
b) —7‘
-3

8. Escribala expresion sin utilizar valor absoluto:
a) [x-3,s x>3
b) [x—y|~|y -
c) [3v-w, 3v<w

9. (Paraquévaloresde x esverdad que x=|x| ?

10. Determine la distancia entre |os puntos dados:

a -7,-9
o 177
2 2
Respuestas
1 a) 20x b) O ) Indefinida
19
2 & L vso b W
m

2w

3. @ Conmutativa (producto) b) Inverso aditivo c) Distributiva

4 a)[-157] b) 14, +o0]

5. &) J-w,-12] b) [5.7]

-
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6. a) b) ]-e0,~5] U5, +00[

7. a 15 b) ; c) 7-3
8. a x-3 b) O c)yw-3v
9. x>0

10. a2 b) 7

1.9 Potenciacion
Exponentes enter os

En general, para cualquier nimero real a y paracualquier entero positivo n, € simbolo

a", representa e producto de nfactoresde a.
Esdecir,

a"=a-a-a-..-a.
| N

n veces

Enlaexpresion a", n se denominaexponente 6 potenciade a y a se denomina base.

Ejemplo 36.
4 =4.4.4=64

También, para cualquier entero positivo n, definimos a™" = in ,a=0
a

Ejemplo 37.
-2
2 1y 1
)
Ademas, para cualquier base a = 0, definimos
a’=1
Ejemplo 38.
(535 =1
Ejemplo 39.
2x' =2-X-X-X-X
L8
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LEYESDE LOSEXPONENTES

Sean a,bell y mnell . Entonces,
> a"a"=a""

Dado que cada expresion representa un nimero real.
Ejemplo 40.
(2x)4 = 2X-2X-2X-2x =16x*

Ejemplo 41.
-7
X' (a4 _ 3 1
PRl

1.10 Notacion Cientifica

L os exponentes enteros con frecuencia se utilizan para escribir nimeros muy grandes o
muy pequefios en unaforma més conveniente.
Cualquier numero real positivo se puede escribir en notacion cientifica usando laforma

ax10", donde 1<a<10 y n esun entero.

Ejemplo 42.
Expresar en notacion cientifica los siguientes nimeros: 4.000.000 y 0,00000004.

Solucién
4.000.000 = 4x10°
0,00000004=4x10®
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Ejemplo 43.

Calcular el valor de (400)3(10'000'000)
(2.000.000)"
Solucion
(400)(10.000.000) (4x10°)"(1x107) (4%)(10%)"(107) 64(10°)(10")
(2000000)  (2x10°)  (2)(a0f)"  16(10%)
3

DIGITOSSIGNIFICATIVOS

En e mundo real la mayoria de las aplicaciones incluyen medidas que estan sujetas a
error y, en consecuencia, se consideran aproximaciones.
Supongamos que € resultado de una medida se expresa en notacion cientifica

x=ax10", con 1<a<10 y se sabe que los digitos de ason exactos (excepto,
posiblemente, & dltimo digito, el cua puede ser aproximado s e numero fue
redondeado).
Si a contiene k lugares decimales, entonces se dice que x tiene k+1 digitos
significativos.
Ejemplo 44.

2,1975%10" . Seguin la convencién anterior tiene cinco digitos significativos.

Ejercicio 1.5
1. Escriba como potencia de un nimero:
8) 4-(4)
6
b) ((-3)')

c) 125°.25*
2. Escriba como potencia de un nimero:

3 (=7)(=7)(=7)(=7)(-7)
b) (-3)"-(3)’
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3. Uselasleyes de exponentes parasimplificar cada expresion:
(-5
54
7.7
?
15°
5'.6°

a)
b)
c)

4. Simplifiquey escriba el resultado con exponentes positivos:
3

a (2] erea

5. Simplifique cada expresion y escriba el resultado sin exponentes negativos:
a)5°.5"
-1 -2
) Tz
(3*+32)
) i a2
3°+3

6. Escribalos siguientes nUmeros usando notacién cientifica:

a) 58.700
b) 50.000.000
c) 0,00007

7. Cdcular usando notacion cientifica:
a) (4x10°)(1,3x10°)(10°)
b) (3x10*)(5x10%)(10°°)
c) 0,2° x 400x 0,015?

8. Cdcular usando notacion cientifica:

3,27x10%
6x10™
(2,O4><10’5)(8xlO’S)

(L7x10*)(10°)
(3x10°)(2,8x10")
(2x10°)(1,2x10°) .‘:'

a)




9. Deunapiezade género se han vendido 15,75 m; 8,50 my finamente 22,60 m,
guedando alin 32,15 m. ¢Cuantos metros tenia la pieza?

10. El didmetro de una molécula de hidrégeno es de 5,8-10°cm. Si fuese posible
Disponer consecutivamente en fila 200000000 de estas moléculas. ¢Qué largo

tendrialafila?

Respuestas
1. a) 4°

2 a -7°
3. a) 625
4, a)%

5. a)é

6. a) 5,87x10*
7. a) 5,2x10°
8. a)5,45x10"

9. 79m
10. 11,6 cm.

b) 342

b) —3°

b)

~N| -

b) 9°

b)6

b) 5x10’
b) 1,5x10°

b) 9,6x10?

) 7x10°
¢) 576x10°

) 3,5x10°



1.11 Radicacion
Siaell y nell,entonces Ya=b<b"=a
Ejemplo 45.

§-125=-5,yaque (-5)° =125

Ejemplo 46.
/81_3yq (3)4_ﬂ
256 4 4) 256

LEYESDE LOSRADICALES
Sean m y n enteros positivosy a,b e[l . Entonces,
(R -
a s n impar
> Q/E:{ e

la| s n par

> 4ayb- Yab
- 5
> YVa="a
)
> ({‘/5) :( ) con k el]
>( ) (”)conkeD

Siempre y cuando los radicales representen nimeros reales.
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RAICES CUADRADA

a>0
Ja=bsysoo {b>0
b’=a
Ejemplo 47.
Calcular

1)\/36 =6, pues 36>0, 6>0y 6°=36.
2) V=7 notiene solucién en el conjunto de los nimeros reales.

Ejemplo 48.
Simplificar
y [F_5 18
49 Ja9 7

2 ({7 =3 =rs

RACIONALIZACION DE RADICALES

Al quitar los radicales del numerador o del denominador de un fraccionario, decimos
que estamos racionalizando. El procedimiento de racionalizacion implica la
multiplicacién del fraccionario por 1, escrito en forma especial.

Ejemplo 49.

Lo . . 1
Racionalizar el denominador de la expresion m
Solucion
e+ ly
Ky

11 Ax+fy x+y
Gy oy Ty xey

Multiplicamos la expresién dada por

Asi,

POTENCIA DE EXPONENTE RACIONAL

1
Para cualquier nimero real a y para cualquier entero positivo n, definimos a” =2a

dado que ¥a seaun nlimero real.

m

. i =z . m .
Ademés, definimos am =+/a™ para cualquier entero m tal que — sea la minima
n

expresion.

-

)
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Ejemplo 50.
3
16° =(JE)3 —#-64
LEYESDEL EXPONENTES RACIONAL

Las leyes de los exponentes enteros dadas anteriormente, también son validas para los
exponentes racionales.

Ejemplo 51.

Observacion

Si a<0, paraciertosvaloresde my n, (a’“)n za™

Ejemplo 52

Ejercicio 1.6

1. Calcule ?/(—a)6 ,conaell .

2. Calcule (27) 7
810,25 +970,5
(-27)% +(-8)3

3. Encontrar € valor de

8 —27 }é
4, Encontrar €l valor de [—lsj
27y

5. Efectuar las operaciones indicadas, expresando el resultado con exponentes
racionales:

a) (a%er%)(a%—b%)
x% - 2x% —5X% + 2xy2

b
) X2 —AX+2

7 CADE



6. Simplificar

a) {625a%x°
b) {e4x’y >z
7. Cacular

a) 38+ 4418 -3./50 ++/32

B

8. Multiplicar
3 iy
b) (\/a+b—2\/a—b)(\/a+b+2\/a—b)
9. Dividir
Y3y
XXy
10. Racionalizar el denominador de -~
. RaClonallzar enominador g —————.
2%\ X+Y
Respuestas
1. (a)2
=
3
3 10
3
9.,2
4. %Y
6
5. a) a-b b) x%+2x%+x 2
6. a) 5ax/x b) axy 73z
1 1
7. an2 b) (T;]M
8. a) 9x°y’ b) —-3a+5b
9. Z¢xy
10 (X=y)Jx+y
2X
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Capitulo 2. Expresiones Algebraicas, Productos Notables y
Factorizacion.

VARIABLES

Una variable es un simbolo que se utiliza para representar cualquier elemento de un
conjunto de reemplazo determinado. Si tal conjunto es [ , entonces la variable
representa un nimero real.

CONSTANTES

Una constante es un simbolo que representa a solo un elemento de un conjunto
determinado.

Ejemplo 1.
Si se escribe la suma 7x*+3x+2, la letra xes e simbolo correspondiente a una
variabley los numerales 7, 3 y 2 son simbolos para constantes.

2.1 Expresiones Algebraicas

El término expresion algebraica se utiliza para representar una constante, una variable o
una combinacién de variables y constantes que implican un numero finito de
operaciones indicadas sobre ellas.

Ejemplo 2.
Ejemplos de expresiones algebraicas
N G [y
5xy + 6X
2x—3x%y?
X+y-7

(z+3)’ - ¥x

En una expresion algebraica cada una de las partes separadas por un signo (+) 0 por un
signo menos (—) se denomina términos de la expresion. Asi por gemplo, en la

expresion x3y2+§x2y+xy existen tres términos, xsyz,gxzy,xy.

En un término se distinguen tres elementos fundamentales: € signo, € coeficiente y la
parte variable.
El signo serd (+) o (—), eindicara la operacién arealizar con la expresion algebraica.

El coeficiente, sera un nimero rea y la parte variable (literal) esta constituida por una o
més variablesy su correspondiente exponente, que representa el grado del término.

-

)
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Ejemplo 3

Enlaexpresion 7x*, e signo es (+), €l coeficientees 7y lavariable x*

2.2 Polinomios

Ciertas expresiones algebraicas tienen nombres especiales. Un monomio en una variable
es cualquier expresion algebraicade laforma ax", donde aes un nimero real, X esuna
variabley n es un entero no negativo. El nimero ase llama coeficiente del monomio y

nes el grado. Por giemplo, 13x* es un monomio de grado 4 con coeficiente 13. Lasuma
de dos monomios recibe e nombre de binomio. Un polinomio es la suma finita de
MoNOMIoS.

Un polinomio de grado n en la variable x es una expresion algebraica de la forma
ax"+a, X" +..+ax+a, con a,,a,,,...a,8 €l , a,#0y nell U{0}.

Ejemplo 4.
Laexpresion algebraica 4x* —3x—8 es un polinomio de segundo grado.
TERMINOS SEMEJANTES

Son aquellos términos que difieren solo es sus coeficientes constantes.
Por ejemplo, 8x* y 4x*son términos semejantes.

Reducir términos semejantes significa reunir varios términos en uno solo. Para reducir
se suman al gebraicamente | os coeficientes y se colocala misma parte variable.

Asi por jemplo, la expresion agebraica 2x°y+3xy> — X’y +5xy® se puede reducir a
X°y+8xy”.
IGUALDAD DE POLINOMIOS

Si p(X) y q(x) son dos polinomios de igua grado, entonces p(x) y q(x) sonigualessi
los coeficientes de los términos semejantes son iguales.

Ejemplo 5.

Sean p(x)=2x3-x*+2x-5 y q(x) = ax’-x*+2x-5. Determine el valor de acl]
paraque p(x) = q(x).

Solucion

Ambos polinomios tienen el mismo grado y, tomando los coeficientes de los términos
semejantes, en particular de x°, setiene que a= 2.

SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacion se utilizan para clasificar y facilitar el mangjo de expresiones
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Los signos de agrupacion més utilizados son los paréntesis redondos ( ), paréntesis
angular o corchetes [ | y paréntesisdellaves { }.

Ejemplo 6.
En la expresion 5x—(xy—4y2)+{2y—[3xy—(x3 + 7y)+5y2]} , suprimir los signos de

agrupacion y reducir |os términos semejantes.

Solucion
5X— Xy + 4y? +{2y—[3xy—x3—7y+5y2]}
=5X— Xy +4y° +{2y—3xy+ X3 +7y—5y2}
=5X—Xy+ 4y’ +2y-3xy+ x>+ 7y -5y°
=5Xx—4xy—y* +9y+x°

2.3 Operaciones con Expresiones Algebraicas
ADICION

Para sumar expresiones agebraicas se procede de la siguiente forma:
1. Se suprimen los signos de agrupacion
2. Se reducen |os términos semejantes

Ejemplo 7.
Resolver (4x°—3y*)—(7xy+Yy*)—-(5x +6xy+10y*)

Solucién
= 4x* —3y® - Txy — y* —5x* — 6xy —10y?
= x> -14y* —13xy

MULTIPLICACION

Para multiplicar dos 0 mas expresiones algebraicas se debe redlizar € siguiente
procedi miento:

1. Producto de los signos

1.1 Producto de signos igual es resulta positivo.

1.2 Producto de signos diferentes resulta negativo.

2. Producto de los coeficientes

3. Producto de las partes variables

4. Finalmente, se reducen |os términos semejantes, si 10s hay.
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Ejemplo 8.
Resolver (5x°y")(-7x°y’Z")
Solucién

_ (5)(—7)(x3x5)(y7y2) 74

DIVISION

Como la divisiéon es un caso particular de la multiplicacion, se cumplen para ésta las
leyes de los signos vistas en producto.

1. Divisién de monomios

Pasos a seguir:

1. Redlizar €l cuociente de los signos.
2. Redlizar € cuociente de | os coeficientes.
3. Redlizar € cuociente de la parte variable.

Ejemplo 9.
—12x%y° = (—4xy?) = 3x%y®

2. Divisién de polinomios

Pasos a seguir:

1. Ordenar en forma decreciente, con respecto a exponente, ambos polinomios.

2. Dividir & primer término del dividendo entre el primer término del divisor y se
obtiene el primer término del cuociente

3. Multiplicar este primer término del cuociente por todos los términos del divisor.
El producto obtenido se resta del dividendo.

4. Ladiferencia obtenida se considera como el nuevo dividendo y se contintia con el
procedimiento como en |os pasos anteriores, hasta que € grado del dividendo sea
menor que el grado del divisor.

Ejemplo 10.

Divida: 3x° +14x* +17x+11 entre x+3
Solucién
C+14X% +17x+11+ X+ 3= 3x* +5x+2

Tenemos como cuociente 3x* +5x+2 y como resto 5. g
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Observaciones
1. En unadivision se tiene que cumplir que:

dividendo . resto .
—————— =cuociente+— , con divisor #0
divisor divisor

0
dividendo = (divisor)(cuociente) + resto, con divisor # 0

2. Cuando €l resto es cero, se dice que ladivision es exacta.

3. Ladivision de polinomios se puede simplificar cuando € divisor tienelaformax—a.
Este proceso es conocido como division sintética o método de Ruffini-Horner.

M étodo de Ruffini-Hor ner

Pasos a seguir:

1. Se escriben los coeficientes del dividendo en el mismo orden que las potencias

decrecientes de x. Si falta una de éstas se coloca un cero en € lugar que le

corresponde. (primera linea)

Como divisor se coloca a con signo contrario

Se vuelve a escribir, debajo de los coeficientes del dividendo, el coeficiente de la

mayor potenciade x (terceralinea) y se multiplica por a. El producto obtenido se

coloca inmediatamente debajo del coeficiente de X que sigue en orden (segunda

linea), y se suma con éste. La suma obtenida se multiplica por a y € producto

obtenido se coloca debajo del coeficiente que sigue y se suma con € mismo. Se

continda asi con el procedimiento hasta obtener un producto que se suma al término

constante.

4. El Ultimo ndmero de la tercera linea es el resto o residuo, y los otros, leidos de
izquierda a derecha, son los coeficientes del cuociente, cuyo grado es siempre menor
en uno gue e grado del dividendo.

whmn

Ejemplo 11.
2x* + X3 —16X* +18+ X+ 2

Solucién
2 1 -16 0 18

-4 6 20 -40
2 -3 -10 20 -22| -2

Por |o tanto, e cuociente es 2x® —3x* —10x+ 20, y €l resto -22.
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Ejercicio 2.1

1. Determine el grado de cada uno de los siguientes polinomios:
a) 7x°+3x-1
b —/3x++/3%?
) 0,7x°+5,15
2.Si p(x)=(a+1)x*+3x+by q(x) = 7x+3x*+3, encuentre valoresde a y b, tales
que p(x) = q(x).
3. Indicar si las siguientes expresiones algebraicas son términos semejantes:

a) —7x“,5x“,§x“,x4
5
b) 4xy2,7x2y,—éx2y2
4. Ejecutar |a operacion indicada:
a) (2xX°+7x-3) + (B6x’+11)
b) (9x*+5x-7) + (-15x*+10x-12)
5. Efectuar la operacion indicada:
a) (—x*+7x° -3)—(7x’ ~11x+10)
b) (-x—2y+2)—(5x—4xy+2y)
6. Multiplicar los siguientes polinomios.
a) (x+2)(X* -3x+5)
b) (t°+2t+3)(t°-3t° +1)
7. Efectde ladivision:
a) (9x° -12x)+(3x)
20v* W —15v°W° +10v*w
5v’w
8. Encuentre el cocientey €l residuo a dividir:
2
3 y - —5y+6
y-2
X' —2x3+ x* —3x+5
X2 —2X+2

9. Encontrar el perimetro de un recténgulo de (3x*+5) cmy (X*+5x°—2) cmde
Lados.

b)

b)

10. El perimetro de un cuadrilétero es 36 cm. Si la suma de las medidas de dos de sus
lados es 16x+8 m, encontrar la suma de las medidas de |os otros dos lados.

-

)
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Respuestas

a 3

a=6, b=3

a Si

a) 2x°+5x°+7x+8

a) —8x’+7x*+11x-13

a X*-x*-x+10

a) 3x—-4

8. a) Cociente, y—3; residuo, O
9. (2x*+16x°+6) cm.

10. (28—-16x) m.

N o g~ wbdhpE

2.4 Productos Notables

b) 2 0) 6

b) No

b) —6x*+15x-19

b) —6x—4y+4xy+2

b) t>—t*—3t°-8t*+2t+3

b) 4v’w—3w* + 2v

b) Cociente, x* —1; residuo —5x+7

Ciertos productos de binomios ocurren con frecuencia por 1o que se debe aprender a

reconocer|os.

Formulas de Productos Notables

X
|
<

© N o g M w D P
A~ /SN /S /S A/~ /S~ T
X
|
<
~—
w
I
x
w
|
w
x
)
<
+
w
\ér\)
|
<
&)

Ejemplo 12.
Desarrollar

a) (3x—4)

b) (2a+t)’
Solucién

a) (3x—4)

2

2

(3x)" +2(3x)(-4) +(-4)

ax+b)(cx+d) = acx® +(ad +bc) x+(bd)

2

Ox* — 24x+16

b) (2a+t)’ =(2a)’+3(2a)’(t)+3(2a)(t)* +(t)’ =8a® +12a’ + 6at> +1* -~
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2.5 Factorizacion

El proceso de factorizacién consiste en escribir un polinomio como producto de otros
polinomios. En la factorizacion cada polinomio en € producto se llama factor del
polinomio original.

Este proceso puede ser muy Util para simplificar expresiones. En general, € primer paso
en la factorizacion de cualquier expresion algebraica es determinar si los términos
tienen un factor comun.

Ejemplo 13.
Determinar los factores o divisores de x* + 4x

Solucién
X* +4x = X(X+4)
L uego,
X'y X+4 son factores o divisores de x° + 4x

Polinomio irreducible o primo

Sea p(x)un polinomio no constante con coeficientes reales. Decimos que p(x) es un

polinomio irreducible o primo en los reales si no se puede escribir como producto de
dos polinomios no constantes de reales.

Todo polinomio p(x) de grado nell se puede escribir en forma Unica como €l
producto de polinomios irreducibles.

Ejemplo 14.
El polinomio 2x° +5x* se puede representar como: 2x° +5x* = x(2x° +5x).

El factor 2x* +5x no esfactor irreducible de 2x° +5x* ya que tiene otros factores.
Esto es, 2x* +5x = x(2x+5).

Tanto x como 2x+5 son factoresirreducibles de 2x? + 5x . Asi obtenemos:
2X° +5x* = X- X(2x+5) = x*(2x+5)

FORMULASDE FACTORIZACION

1.X°+2xy + y? (x+y)
2% = 2xy+y* =(x— y)
3xX2—y?=(x-y)(x+Y)
4+ = x+y)(x2 +y°)
5xX° -y’ =(x=y)(¥* +xy+y*)
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Ejemplo 15.

Factorizar 8x° +27y°

Solucién

81+ 27y° = (2x)° +(3y*) = (2x+3y2)[(2x)2 —(2x)(3y2)+(3y2)2}

= (2x+3y”)(4x* - 6xy* +9y")

FACTORIZACION DE POLINOMIOS CUADRATICOS

A veces es posible factorizar |os polinomios cuadréticos ax’ +bx+c, donde a,b,cel],
como ( Ax+B)(Cx+D) donde A,B,C,Dell.

Ejemplo 16

Factorizar 9x° —30x+ 25
Solucién

9% = (3x)°

25=(5)°

-30x =-2(3x)(5)

. 9x* —30x+ 25=(3x-5)

2

Ejemplo 17.

Factorizar x° —y°

Solucién

oy = (R () =

(X=y) (¢ +x7+ ¥ ) (x+ Y)(X* = xy+y?)
)

(x-

y)(<+y’)

2

y)(x+ ) (X +xy+y*) (X = xy+y?)
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EXPRESIONES RACIONALES

El cociente de dos polinomios se Ilama expresion racional.

Ejemplo 18.
Calcular 22X+5+ . x-1
X°-16 X +8x+16
Solucién
2X+5 x-1 2X+5

16 X +8x+16 (x—4)(x+4) ’ (x+4)2

_ (2x+5)(x+4)+(x-1)(x-4)
(x+4)2(x—4)
_ 2X% +8X+5%x+ 20+ X* —4x—X+4
(x+4)2(x—4)
_ 3x* +8x+24
(x+4)2(x—4)

Ejercicio 2.2

1. Desarrollar:
a) (a+2b)2
b) (2x+5y)2
C) (3—2y)2

2. Multiplicar usando productos notables:
a) (4v-7)(5v-2)

b) (5x+2)°(5x-2)°
c) (3y+4)2(3y—4)2
3. Multiplicar usando productos notables:
a) (7v—5w)(7v+5w)(v-w)
b) (3x-y)(9X" +3xy+y?)
o) (a°-b’)(a+b’)(a’+b°)
4. Efectle |a operacion indicada:
8y’ -16y—-4
4
30(a+b)*~50(a+b)
2(a+b)

a)

b)

58
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5. Escribir 1os polinomios siguientes como un producto de polinomios irreducibles
sobre el conjunto de los reales:

a) 7y®-49y?
b) 14x°y—35xy* — 49x%y?
6. Exprese o siguiente como producto de factores irreducibles:

a) t®—-14t+45
b) 9x*—42x+49
c) 25y°-10y°+y
7. Factorizar completamente en los reales:

a) Yy -7y*+14y
b) th_tZ
c) x'-5x°+4
8. En cada una de | as ecuaciones encontrar €l 0 los nimeros reales que satisfacen la
ecuacion:
t? -4t
2
b) x*=x+12
€) X*-x-6=0
9. Simplifique cada expresion:
2X° + X—6
aJ ——
X+2
4y* -1
4y° -4y +1
t°+3t-4
(t*-16)(t*-1)
10. Efectle las operaciones indicadas y simplifique:
3X 2
a) s+ ——
(x+2)" x+2
1 1
+
3x° +11x—4 3x*-13x+4
X* -4 x*+10x+21 x*+5x+6
2x+14  6x-12 12x

a) =0

b)

c)

b)

c)
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Respuestas

A w D

10.

a) a’+4ab+4b’ b) 4x*+20xy+ 25y° C) 9-12y+4y°
a) 20v2— 43v+14 b) 625x*—200x%+16 c) 8ly* - 288y? + 256
a) 49v® — 25w — 49vw+ 25w b) 27x°-y? c) a®-b*

a) 2y*—4y-1 b) 15(a+b)—25

a) 7y*(y-7) b) 7xy(2x-5y—-7xy)

a) (t-9)(t-5) b) (3x-7)° 0 y(5y-1)

a) y(y*-7y+14) b) t*(t*+2)(t +1)(t+1)(t-1)

0) (x+2)(x—2)(x+1)(x-1)

aly4 b) -3y 4 c) 3y -2
2y+1 1
5x+4 2Xx
V xr2p ) ey ax-a) 2
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Capitulo 3. Ecuaciones e | necuaciones

3.1 Ecuacion

Una ecuacion es unaigualdad que contiene una 0 més cantidades desconocidas |lamadas
incognitas.

Existen diferentes tipos de ecuaciones de acuerdo a las expresiones que las conforman:
ecuaciones algebraicas, trigonométricas, exponenciales, etc.

3.2 Ecuacioneslinealesen unavariable

Una ecuacion lineal en una variable tiene la forma ax+b=0, a,bell y a=0. Se

[lamalineal porque el exponente de x esuno.
Dos 0 més ecuaciones son equivalentes si, y solamente si, tienen e mismo conjunto
solucion.
La transformacién de una ecuacion en otra més sencilla es resultado de la aplicacion de
una serie de propiedades que permiten expresar la ecuacion inicial en una equivalente.
Estas propiedades son:
1. Se puede sumar o restar un mismo numero a ambos lados de una igualdad sin
gue ésta se altere.
2. Se puede multiplicar o dividir a ambos lados de la igualdad por el mismo
numero (distinto de cero) y éstano se dtera.

Ejemplo 1.
Resuelva 9x— 6 =5x+10

Solucion
Sumamos 6 a ambos lados para obtener
9Xx—-6+6=5x+10+6
9x =5x+16

Restamos 5x a ambos lados y se obtiene
9x—5x =5x—-5x+16
4x=16

Se divide ambos lados entre 4 y se obtiene
Xx=4

El conjunto solucién es S= {4}

Comprabacioén
La solucién se puede comprobar sustituyendo x por 4 en la ecuacion original como

sigue:
9(4)— 6= 5(4)+10
36-6=20+10
30=30

-
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L as dos propiedades anteriores dan origen a ciertas reglas que son las que se utilizan en
la préacticay que se pueden resumir como: en una ecuacion, cualquier expresion puede
ser trasladada de un miembro a otro realizando la operacion contrariaalainicia, asi: s
esta sumando, pasa arestar; si esta restando, pasa a sumar, si estd multiplicando, pasa a
dividir y si esta dividendo, pasa a multiplicar.

Ejemplo 2.
4 6
Resuelva —x+7=—-5x
9 7
Solucién
i"x+5x=§—7
9 7

4x+45x  6-49
9 7

49x 43
9 7
49x(7) = -43(9)
343x =-387

387
343
El conjunto soluciénes S= {—@}

343

FORMULASY APLICACIONES

Una gran cantidad de aplicaciones de las matemaéticas requieren el uso de formulas que
incluyen varias variables. A menudo, es necesario cambiar una férmula dada por una
forma més conveniente. Se puede despgjar una variable deseada en términos de las
variables restantes, encontrando ecuaciones equivalentes.

Ejemplo 3.
El &reade un tridngulo con base b y altura h estd dada por A:%bh. Despeje h.

Solucién
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3.3 Ecuaciones cuadr aticas en una variable

Una ecuacion cuadrdtica en una variable tiene la forma ax’*+bx+c=0 donde
a,b,cell ya=0.
Ejemplo 4.

L as siguientes ecuaciones son cuadréticas.
x*-49=0, 5x*-50x=0y 25x*+15x+5=0.

M étodos de resolucion de ecuaciones cuadr aticas
1. Método de factorizacion
Este método se basa en la propiedad de la multiplicacion por cero.

Ejemplo5
Resuelva x* —5x+6=0

Solucién

Factorizando el lado izquierdo se obtiene
(x—-2)(x-3)=0

A continuacion seiguala cada factor aceroy se obtiene
X—2=0vx-3=0

La solucion de la primera de estas ecuaciones es 2, y la solucién de la segunda es 3.
.S={23

Nota:

No todas las expresiones de la forma ax® +bx+c son factorizables, es decir, que este
método no se podra aplicar en todos los casos; por lo tanto es necesario analizar otros
métodos de solucion.

2. Méodo de completar cuadrados
Algunas expresiones cuadréticas son trinomios cuadrados perfectos, siempre es posible

completar el cuadrado.

Ejemplo 6.
¥ +10x+ 25=(x+5)’

2)9x? —30x + 25 = (3x—5)°
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Ejemplo 7.

Resuelva 2x* +2x—-1=0

Solucion
En primer lugar dividimos ambos lados de |a ecuacion por 2 y obtenemos:

x2+x—£:0
2

A continuacion escribimos la ecuacidn como:

X+ x=
2

Sumando la mitad del coeficiente de xa cuadrado a ambos lados de |a ecuacion, se
tiene:

l3) 53
XCHX+H| = | ==+ =
2 2 \2

(3] =S
X+=| ==
2 4
Al sacar raiz cuadrada de ambos lados de |a ecuacion, se obtiene;
1 1
X+==+=+/3
2 2
1 1
x=—t+13
2 2
11 11
S=-=-=43,-=+=4/3
{ 2 2\/_ 2 2\/_}



3. Laformula cuadrética

A partir de laforma cuadrética ax® +bx+c=0,a#0
Aplicando el método de completar cuadrado, setiene:

b ¢
X’ +—X+—=0
a a

La naturaleza de estas raices esta determinado por b®—4ac, a cua se le llama

discriminante (D).

Discriminante

Raices
b2—-4ac>0 reales diferentes
b?—4ac<0 complejas
b?—-4ac=0 Redesiguales

Ejemplo 8.
Resuelva 6x° —x—12=0
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Solucién

Aplicando laférmula cuadratica, setiene:

—(-1)£(-1)" - 4(6)(-12)

= 2(6)
o L1+ 288
12
S
12

18 16
NTRYRT

3 4
&—EV&——E

3.4 Ecuaciones con radicales

Si una ecuacién algebraica contiene radicales o exponentes racionales, puede resolverse
elevando ambos lados de la ecuacion a la misma potencia entera. Las soluciones
obtenidas (aparentes) se deben verificar en la ecuacion original.

Ejemplo 9.
Resuelva Xx—5=+x+7

Solucion
Elevando a cuadrado ambos lados de |a ecuacién, tenemos:
(x-5)" = (ﬁ)z
x? 10X+ 25=X+7
x> —11x+18=0
(x-2)(x-9)=0
X-2=0vx-9=0
X =2vX%=9
Si sustituimos x =2 en la ecuacién original, encontramos que:

2-5=-3#2+7=3.

Por tanto x =2, no es solucion.

Si sustituimos x=9 en laecuacion original, setiene:

9-5=4=9+7=4
-.S=19) -~
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3.5 Ecuaciones con valor es absolutos

Para resolver una ecuacion con valor absoluto, se aplica la propiedad. Para a,bel] se
tienet|a) =|o| < a=bva=-b.

Ejemplo 10.
Resuelva [4x—5/=|9—-5X

Solucién

La ecuacion dada se satisface Si;
4x-5=9-5x v 4x-5=-(9-5x)
4Xx+5x=9+5 v 4x-5x=-9+5

9x =14 v —X=4
x:E v X=4
9

Ambos valores de x satisfacen la ecuacion original
5= {E,4}
9

Ejercicio 3.1

1. Resuelva las siguientes ecuaciones lineales
a) 7v+4=25
b) 4x—3=11-3x
c) 3(4x+9)=7(2-5x)-2x
d y=y+11

2. Resuelvalas siguientes ecuaciones racionales

a) E—4:2
X

3 1
5-3x 2
1 1 8
=+ =
x-5 x+5 x*-25
t?+6t t+3
t?—4 t-2

b)

c)

d)

3. Resuelva para x en términos de las otras variables

a) 3ax+ 6ab=7ax+ 3ab
b) a(x-a)-2b(x—3b)=ab
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X+b ~ x-a
3a—-4b 2a-5b

c)

4. Despgie la cantidad indicada en la formula dada
a) A=%(a+b)h; para h

b) S=a—rI
1

; parar

5. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadréticas

a) 5x*~12=0
b) 82 +10t—3=0
C) 49y*+84y+36=0

d) X¥*-4x+7=0
6. Resuelva
70 23
X*—4x+3 1-Xx
b) 3 4 3

2x+4 x-2 2x'-8
7. Determinar e conjunto solucién de cada una de las siguientes ecuaciones con
radicales

a) Jay-4=y
b) V4x+5-x=0

C) %/?:x

8. Escribalas expresiones siguientes como un binomio al cuadrado
a) X*+6x+9
b) x*—5x+ 2
4

0) -2yl
3 9

9. Escribir v x?+2x—3 enlaforma (x—h)z—a2
10. Resuelvapara x €[]

a) [3x-8§=4
b) [7-24=9
o) |y-4=[5-2y|

. CADE



b) {2}

b) {—%

1 a) {3}

2 a) {3}

3 a) x=§b,a¢0
4

4 a) hzﬁ
a+b

7 a) {2}
8 a) (x+3)2
9. (x+1)*—22
10. Q) {§4}
4

}

b) x=a+3b, a=2b

b)rza;s
|-S

69

9 {—i—g} d) @
o) (4} d) {6}

Cc) x=3a-5b,a=-b

9 {—9} d) (23]
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3.6 Ecuaciones Exponencialesy L ogaritmica

Una ecuacion exponencial es una ecuacion en la cua la variable concurre como
exponente o como término de un exponente. Una ecuacion logaritmica es una ecuacion
gue comprende e logaritmo de una funcién de la variable.

Ejemplo 11

Son ecuaciones exponenciales:
=7
3X+l — 5X72

Ejemplo 12.
Es ecuacion logaritmica
log(x) +log(x—1) =2

Muchas ecuaciones exponenciales y logaritmicas se pueden resolver mediante el uso de
ladefinicién de logaritmo y las leyes de los logaritmos.

DEFINICION DE LOGARITMO

VNel"yb>0b=1
log,(N) =L equivdeab" =N

PROPIEDADESDE LOSLOGARITMOS

Sean M y N numerosreales positivos, a,bell ",a=1y b=1.
> log,(MN)=log, M +log, N

log, (%) =log, M —log, N

>
> log,(N*)=alog,(N), para cualquier nimero rea « .
> Ioga(N)z—IOQb(N)
log,(a)
Ejemplo 13.

Resolver para xe!(]
3x+4 — 5x+2
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Solucién
Tomando los logaritmos comunes en ambos lados y laley 3), setiene:
Iog(3"*4) _ Iog(SX*Z)
(x+4)log(3) = (x+2)log(5)
xlog(3) + 4log(4) = xlog(5) + 210g(5)
x(log(3) —log(5)) = 2log(5) — 410g(3)
x(log(3) —log(5)) = log(25) — 1og(81)
_log(25) - log(81)
log(3) —log(5)

Calculando los logaritmos con cuatro decimales, setiene:

. 1,3979-1,9085
0,4771-0,6990

. ~0,5106
-0,2219

x= 2,301

S={2,301}

Ejemplo 14.

Resolver para x e [J
log, (x+3)+log, (x—2)=1

Solucion
Aplicando laley 1), setiene:
logs (x+3)(x-2)=1
(x+3)(x-2)=6"
X*+X-6=6
x> +x-12=0
(x+4)(x-3)=0
X=-4vXx=3
Solo sirve la solucion x=3. Ya que € logaritmo de un nimero negativo no existe.

Ademas, x=3 satisface la ecuacion original.
- 5={3)

-

i
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3.7 Sistema de Ecuaciones Lineales

Sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas

Una gran cantidad de aplicaciones de las matemaéticas conducen a més de una ecuacion
con diversas incognitas. Las ecuaciones resultantes son llamadas sistema de ecuaciones
y € conjunto solucion consiste de todas las soluciones comunes para las ecuaciones en
el sistema

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas X y 'y puede escribirse como:

ax+by=c
ax+by=c,
donde a,a,,b,b,,c; y ¢, son nimeros reales. Si un par ordenado (x,y) satisface un

sistema de dos ecuaciones linedles, € punto correspondiente a (x, y) deberd estar en la
interseccion de las dos rectas, que son las graficas de las ecuaciones.

Al resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas su conjunto
solucién puede presentar una de las siguientes posibilidades:

1. La interseccion de los dos conjuntos solucion contiene exactamente un par
ordenado. Las gréficas se cortan en un punto. En este caso las ecuaciones son
consistentes e independientes.

2. Lainterseccion de los dos conjuntos solucion es el conjunto vacio. Las graficas
son paralelas. Se dice que las ecuaciones son inconsistentes.

3. Los conjuntos solucion de las dos ecuaciones son iguaes. Las gréficas son la
misma recta. En este caso se dice gque las ecuaciones son dependientes.

Para obtener soluciones exactas de sistemas de ecuaciones lineaes, se debe utilizar
métodos algebraicos. Estos métodos consisten en reemplazar el sistema dado por un
sistema equivalente, € cua tiene el mismo conjunto solucion.

Un método para encontrar € conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales con
dos incognitas es llamado método de sustitucion. Se reemplaza una de las variables en
una de | as ecuaciones por su igual de la otra ecuacion, se tendra un sistema equivalente.

Ejemplo 15.

Utilizar  método de sustitucion para encontrar € conjunto solucion del siguiente
sistema de ecuaciones lineales.
2x-3y=6

3X+y=20

Solucién

Despegjando laincdgnita y enlaecuacion 3x+ y =20 setiene:
y=20-3x
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Sustituyendo e valor de y=20-3x en 2x—3y =6 obtenemos:
2x-3(20-3x) =6

2Xx—-60+9x=6
11x =66
X=06.
Sustituyendo x=6 en y=20-3x resulta:
y =20-3(6)
y=20-18
y=2.

-.S$={(6,2)}

Otro enfoque para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales se llama método de
eliminacién. En este mé&odo se sustituye una de las ecuaciones del sistema por la
ecuacion obtenida de la forma siguiente: multiplicando cada ecuacion por un nimero
real diferente de cero, y sumando las ecuaciones resultantes. Asi, se obtiene un sistema
equivalente. Se eligen los factores de tal manera que al sumar |as ecuaciones resultantes
se elimine una de las incégnitas.

Ejemplo 16.

Mediante el método de eliminacion encontrar e conjunto solucion del siguiente sistema

de ecuaciones lineales.
7X+y=19
4x—-y=3

Solucién

Basta sumar las ecuaciones miembro a miembro paraeliminar la y, obteniéndose:

11x =22
X=2
Sustituyendo este valor de x =2 en laecuacion 7x+ y =19 resulta:
7(2)+y=19
14+y=19
y=19-14

Sistema de Ecuaciones Fraccionarias

Si una de las ecuaciones de un sistema o0 ambas, contienen fracciones es, en general,
conveniente comenzar por reducirlas a la forma entera. Sin embargo, cuando las

. . 1 1 . . . .
ecuaciones son linedles en = y — es mgor dearlas en forma fraccionaria,
X y

. .. 1 1 L,
considerando provisionamentea — y — como incégnitas. -
Xy

)
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Ejemplo 17.

Resolver € sistema
2x+3y+2_ 5x+ 6y

3 5
§+X+5=M
3 5 2
Solucién

Multiplicando la primera ecuacién por 15 para suprimir denominadores, se obtiene:

10x+15y+30=15x+18y
5x+3y=30

Multiplicando la segunda ecuacion por 30 resulta:
10x+ 6y +150 = 45x+ 15y

35x+9y =150
El nuevo sistema equivalente es:
5x+3y=30
35x+9y =150
Multiplicando la ecuacion 5x+ 3y =30 por 3 setiene:
15x+9y =90
35x+9y =150

Restando ambas ecuaciones se obtiene:
x=3

Reemplazando €l valor de x=3 enlaecuacion 5x+ 3y = 30 resulta:
15+ 3y =30

Sistema detres ecuacioneslineales

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, se elimina unaincognita
entre dos ecuaciones y luego se elige otro par de ecuaciones y se vuelve a eliminar la
misma incognita. Resulta asi un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que se

resuelve de la manera ya estudiada.

Ejemplo 18.

Resolver €l sistema
4x—-2y—-3z=8
S5x+3y—-4z=4
bx—-4y-5z=12

74
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Solucién

Comencemos por eliminar lavariable x entre las dos primeras ecuaciones multiplicando
la primera ecuacion por 5y la segunda por -4:
20x-10y—-15z=40

—20x—-12y+16z=-16
Sumando se obtiene;
—22y+z=24

Eliminemos de nuevo la x entre las ecuaciones primera y tercera del sistema dado,
multiplicando la primera ecuacién por 6y latercera por -4:

24x-12y—-18z=148
—24x+16y+ 20z =-48

Sumando obtenemos:
4y+2z=0

Tomando € sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
-22y+z2=24
4y+2z=0

Multiplicando la ecuacion —22y+ z= 24 por (—2) tenemos:
44y -2z =-48

4y+2z=0
Sumando obtenemos:

48y =-48
y=-1
Reemplazando y=-1 enlaecuacién 4y+2z=0 obtenemos:
4(-)+2z=0
z2=2

Sustituyendo losvaloresde y=-1y z=2 enlaecuacion 4x—2y—3z=8 resulta

4x-2(-)-3(2)=8
4x+2-6=8
4x—-4=8

4x=12

=S= {(3-12)}

Nota

Otros métodos para resolver sistema de ecuaciones lineales seran estudiados en su
primer curso de Matematica en la Universidad.
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Ejercicio 3.2

1. Encontrar €l valor de N si log,(N)=2
2. Encontrar €l valor de b si log, (125)=3
3. Encontrar e valor de a si log,,(3)=a
4. Resuelval las siguientes ecuaciones:

a) 3*=81
b) 4* + 2% = 48

5. Resolver:
a) log4x=3
b) log(x-5)+log(x+4)=1

C) Iogz%g:S

6. Resuelva cada uno de |os siguientes sistemas:
a)
2x—-3y=-4
X+y=5

b)
2xX+y=3
5x+3y =10
c)

6x-3y=5
2x-y=4

7. Resuelva cada uno de |os siguientes sistemas:
a)

x—4+ y—-3 x+y-10

3 6 2
8. Resuelvalos siguientes sistemas:
a)
X+y=m
X—-y=n -
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b)

ax+by=c
2x-3y=1

9. Resuelva

X+2y—-z=-4
2X+3y+4z=11
SXx—-4y—-2z=14

10. Resuelva

3X+4y-5z2=37
2X-3y+2z=-8
x—2z=11

10.

} b) S={2}
a) S={250} b) S={6} c) S={4}
a) S={(1,2)} b) S={(-15)} c) S=2

3) &{(%%)} b) S={(7.6)}

2)S= (m+n m—nj b) S= £b+30 20—aj
L2 2 ~ |\ 3a+2b"3a+2b
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3.8 Inecuaciones

Los enunciados que incluyen relaciones de orden tales como 2x—3>5 se llaman
inecuaciones. Resolver una inecuacion significa encontrar el conjunto de todos los
numeros reales para los cuales el enunciado es verdadero. Se dice que dos inecuaciones
son equivalentes si tienen exactamente |as mismas soluciones.

Operaciones que producen inecuaciones equivalentes.

Sean a,b,cel]
1.Sia<bycel ,entonces a+c<b+c
2.Si a<bycell ", entonces a-c<b-c
3.Si a<bycell ,entonces a-c>b-c

Observacion
L as operaciones anteriores también son aplicablescon >,<y >.

3.9 Inecuaciones Lineales

Cuaquiera inecuacion de laforma ax+b<0,a=0,a,bell sellamainecuacién linea
en x. S e simbolo< seremplaza por <,>,>, lainecuacion resultante también se [lama
inecuacion lineal.
Ejemplo 19.

Resuelvapara xell .

5x-11<9
Solucion
L as desigualdades siguientes son equivalentes

bx—-11+11<9+11
5x< 20

x<4

Sz]—oo,4[

Ejemplo 20.
Resuelvapara xell .
3<6x+9<27
Solucion

Lasolucioén de la desigualdad es una solucién de ambas desigual dades
3<6X+9A6X+9<27
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Resolviendo ambas desigualdades, se tiene:

3-9<6XxAb6Xx<27-9
—-6<6XAb6Xx<18

18
— S XAXL—
6 6

-1<XAX<3

S=[-13
3.10 Inecuaciones Cuadraticas

Una inecuacion cuadrética tiene la forma ax® +bx+c<0,a= 0,a,b,cell . (¢l simbolo
< puede remplazarse por <,>,>).

Para resolver una desigualdad cuadrética, emplearemos los nimeros criticos y nimero
de prueba.

Un numero critico de la desigualdad ax’+bx+ces una raiz real de la ecuacion
ax’ +bx+c=0.
Supongamos que 1, y r, son los nimeros criticos reales y r, <r,. Entonces, €l

polinomio ax® + bx+ ¢ puede cambiar de signo algebraico sdloenr, y r,.
Asi, e signo (+v-) de ax’ +bx+c serd constante en cada uno de los intervalos
oo Jrn[ s Jr, +oo -
Para determinar el signo en los intervalos, se calcula & valor de ax® +bx+cen un
nimero de prueba arbitrario en el intervalo. A partir de estos resultados se obtiene €
conjunto solucion de la desigual dad.
Ejemplo 21.

Resuelvapara x e

x*—2x-8<0
Solucién

x*—2x-8<0

(x+2)(x-4)=0

X+2=0vx-4=0

X =-2vX =4
Lasraices-2y 4 son los nimeros criticos de la desigualdad.
Tabla
]2 | 2 2.4 4 14,+o

X+ 2 - 0 + +

X—4 - — 0 +
(x+2)(x-4) + - +
.. S= ]—2—4[ -~

)
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3.11 I necuaciones con valor absoluto.

Muchas aplicaciones importantes de desigual dades incluyen valor absoluto.
Para resolver desigualdades con valor absoluto se debe tener presente las siguientes

propiedades.
Seaacll,a>0.

1) |M<asiysilosi —a<x<a.

2) |{>asiysdlos x<-avx>a

Laspropiedades 1) y 2) también seaplican con <y >.

Ejemplo 22.
Resuelvapara x e
Bx—7>1

Solucién
El conjunto solucién de la desigualdad es:
X-7>1v3x-7<-1

3X>8v3x<6
x>§vx<2
3
S=]—oo,2[u:|%,+oo[
Ejemplo 23.
Resuelvapara x e
2—3x£2
5x-3
Solucidn
2-3_, 2‘32>—2 .
5x—3| " X=
o 22 950 A
5x-3
o 2—3x+10x—620 .
5x-3
= 7X_420 A
5x-3
& IX—4=05x-3=0 A
4 3
& X=—X=— N
7 5
80

2_3X£2
5x-3

2—3X

5x-3

2—3x-10x+6 <0
5x-3

8_13Xs0

5x-3

8-13x=0;5x-3=0
8 3

-2<0

X

13 5
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Tablapara x=

2 | 7 | F4d | 3 | B
—00, = - R = —,F®©
7 7 75 5 5
X -4 — 0 + + +
Bx -3 - - - 0 +
7xX—4 + 0 - no esta +

5x_3 definido
4 3
= — y _,+
2 %7}’}5 w[
Tablapara 813
X—3
3[ 3 }3 8{ 8 [
_wl_ - I A —,+CD
5 5 513 13 13
8-13x + + + 0 -
5x—3 - 0 + + +
8-13x — no esta + 0 —
5x—3 definido
3 8
= —_ ,— _’+
> }005 137
oo - p[3
7] |13’

81
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Ejercicio 3.3

1. Resuelvapara x (]
11 x+1>3

12 -2x+1<x+3

2. Resuelvapara x el

21 2X_1+12 X+1
3 2

29 3x—2_1< 2x-1
2 4

3. Encuentre e conjunto solucion de las desigual dades:
31 (x-1)(2x+1)<0

3.2 3x* -5x+2>0
4. Encuentre el conjunto solucién de las desigual dades:
41 -2>-3-3x>-7

42 4<2*35

5. Resuelvapara x e
5.1 x(11-3x) <10
5.2 y* <16y

6. Encuentre e conjunto solucion de las desigual dades:
6.1[X<6

6.2 [x-1>7

6.3 |2x—7| >9

7. Resuelvapara x el
7.1 |x*-5/<4

7.2 ‘y2—5y‘<6
73|t°-17/>8

8. Resuelvapara x (]
8.1|(3x+2)-8<1

(1 X— 5] +7
2

9. Encuentre e conjunto solucion de la desigualdad
|2x+1 < |3x+5

10. Resuelvapara x €[]

Ax+1| 2

2X—3 E

8.2 >l
4
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72 -120u]3.6
7.3 ]—oo,5]U[—3,3]U[5,+oo[
8.

8.1 F,Z{
33

g

6

9. ]—oo,—4[u}—g,+oo{
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Capitulo 4. Planteamiento de Ecuaciones
El plantear ecuaciones es una habilidad muy importante para la resolucién de

problemas, para ello tenemos que traducir un problema dado en un lenguae
convencional, al lenguaje matematico con ayuda de simbol os, variables o incognitas.

4.1 Traduccién de enunciados

A continuacion, presentamos la traduccion de ciertos enunciados a su forma simbdlica
matematica.

Enunciado Expresion Matemética
(forma verbal) (forma simbdlica)
L a suma de dos nlimeros consecutivos mas 5. (X)+(x+1)+5
El cuadrado de la sumade dosnimeros x e y . (X+ Y)z
Lasuma de los cuadrados de dos nimeros x e
y. X2+ y?
El doble, delo que tengo aumentado en 15. 2(x+15); tengo: X

El doble de lo que tengo, aumentado en 15. 2x+15: tengo: X

Y o tengo $1.000 menos que td o también sedice | yo: x—1.000

tu tienes $1.000 més que yo. th: x
A excede a B en 6; lo cua se pude enunciar | A-B=6; A:x+6
como: A es mayor que B en 6. El exceso de A B:x

sobre B es 6. B es excedido por A en 6. La
diferenciaentre Ay B es6.

A es el doble de B o equivaentemente: A es| A=2B; A:2X

dosveces B. B eslamitad de A. B:x

A esaB como3esab A 3 A3k
—=—; , k: constante
B 5 B:5k

Cinco menos dos veces un nlimero X 5-2x

El producto de tres nimeros consecutivos es (x)(x+1)(x+ 2): p

iguadl a p.

Ta tienes el doble de mi dinero que es $100 mas | | El : x Ta: 2k

gue el dinero de . Y o: 100+ X Yo: k

TG 2(100+x) | EL: 100-k

OBSERVACION

En lineas generales, plantear una ecuacion consiste basicamente en redizar €
procedimiento siguiente:

Forma Verbal Forma Simbdlica

Enunciado — Traduccion — Lenguaje Matematico

-

)
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Ejemplo 1.

Encuentre dos nimeros consecutivos cuya suma es igua a la cuarta parte del primero
mas | os cinco tercios del segundo.

Solucién
Sean los ndmeros: ny (n+1)
Luego, del enunciado planteamos:

n+(n+1):%(n)+g(n+1)

~ 3n+20(n+1)
- 12
_3n+20n+20
- 12
12(2n+1) = 23n+20
24n+12=23n+20
24n—-23n=20-12
n=8

Los nimeros son: 8y 9.

2n+1

2n+1

Ejemplo 2.

En una fiesta, la relacion de mujeres y hombres es 3 es a 4. En un momento dado se
retiran 6 mujeresy Ilegan 3 hombres con lo que larelacion es ahorade 3 esa 5. Indique
cuantas mujeres deben llegar paraque larelacion seal a l.

Solucién
Mujeres Hombres
Antes 3n 4n
-6 +3

Ahora 3n-6 4n+3
Luego:

3n-6_ 3

4n+3 5

5(3n— 6) = 3(4n+3)
15n-30=12n+9
15n-12n=9+30

3n=39
39
n=—
3
n=13
(-
K‘i
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Ahora: Mujeres: 3n—6=3(13)-6=33
Hombres: 4n+3=4(13)+3=55

Digamos que deben llegar x mujeres paraque larelacion seade 1 a l.
Cuando dos cantidades estan en relacion del a 1 significa que deben ser iguales.

Es decir:

33+x=55

X=22
.. Deben llegar 22 mujeres.

Ejercicio4.1

1. El triple de un nimero esigual al nimero aumentado en 8. Encuentre el nimero.
2. Lasumade dos nimeros es 35y su diferencia es 5. Encuentre los nimeros.

3. Lasumade cuatro nimeros es 90. El segundo nimero es el doble del primero, €l
tercero es el doble del segundo y el cuarto es el doble del tercero. ¢Cuéles son
los nUmeros?

4. El largo de un rectangulo es € triple del ancho y su perimetro es de 56 cm.
Encuentre sus dimensiones.

5. En un nimero de dos cifras la cifra de las decenas excede en 5 ala cifrade las
unidades. Si se invierte e orden de las cifras resulta un nuevo ndimero que
sumado con el anterior da 121. Encuentre el nimero.

6. El denominador de una fraccién es 4 unidades mayor que el numerador. Si a
cada término de la fraccion se agrega 5 la fraccion resultante es equivalente a
2/3. Encontrar lafraccion original

7. Juan puede hacer un trabajo en 15 dias y Mario puede hacer el mismo trabajo en
10 dias. ¢Qué tiempo tardaran trabajando conjuntamente?

8. Luis y Pablo tienen conjuntamente $500. Pablo tiene $120 méas que Luis.
¢Cuanto dinero tiene cada uno?

9. Un estanque tiene 2000 litros de capacidad y contiene una cantidad de agua que
es dos tercios de lo que le falta para llenarse. ¢Qué cantidad de agua hay en €l
estanque?

10. En un vel6dromo entraron 18400 espectadores. Habia 900 mas hombres que
mujeres y e nimero de nifios era la tercera parte del nUmero de mujeres.
¢Cuantos hombres, mujeresy nifios entraron?
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Respuestas.
1. 4
2. 1520

3. 6, 12, 24, 48.

4, Ancho, 7 cm; largo, 21cm.
5. 83

6. 317

7. 6 dias

8. Luis $190, Pablo $310
9. 800 litros.

10.  Hombres, 8400; Mujeres, 7500; Nifios, 2500.
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4.2 Problemas sobr e edades

L os sujetos son los protagonistas del problema, a quienes corresponden las edadesy que
intervienen en el problema.

El tiempo es uno de los elementos més importantes, ya que las condiciones del
problema ocurren en tiempos diferentes (pasado, presente o futuro) y todo depende de
Su correcta interpretacion.

A continuacion, presentamos los diferentes tiempos con sus expresiones.

TIEMPOS EXPRESIONES

- Tengo...

PRESENTE - Tienes...

- Tenemos...

- Hoy laedad...

- Lasumade nuestras edades es...
- Etc.

En un problema existe un solo presente

- Hace...

PASADO - Tenia, tuve...

- Teniamos

- Tenias, tuviste...

- Tuvimos...

- Lasumade nuestras edades fue...
- Etc.

En un problema pueden darse uno o més
pasados.

- Dentro de...
FUTURO - Tendrgmos. ..
- Tendré...
En un problema pueden darse uno 0 més | - Tendras
futuros. - Lasuma de nuestras edades sera. ..
- Etc.

La edad representa el tiempo de vida de un sujeto. Entre las edades se establecen
determinadas relaciones, |lamadas condiciones, las cuales se cumplen en un mismo
tiempo o entre tiempos diferentes.

Ejemplo 3.

Hoy tengo 30 afios, pero dentro de 6 afios tendré el doble de la edad que tenia hace 12
anos.

Tiempo Hace 12 aios Hoy Dentro de 6 afos

Edad 18 30 36

-

)
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Con un solo sujeto

Cuando interviene la edad de un solo sujeto.
S mi edad actual es a afios, entonces, dentro dexafios y hacey afos, mi edad se

expresara de la siguiente manera:

Pasado Presente Futuro
a-y - a + a+x
Observacion

Cuando en el enunciado de un problema se mencionan; Hace... o dentro de..., se debe
tomar como punto de referencia el tiempo presente; a partir de ali se cuenta el tiempo
transcurrido (hace...) o el tiempo atranscurrir (dentro de...).

Ejemplo 4.

Dentro de 40 afios tendré 3 veces la edad que tenia hace 20 afios. ¢Qué edad tuve hace 5
anos?

Solucién

Sea x laedad actual en afos:
Pasado Presente Futuro
x—20 — X + X+ 40

De acuerdo alacondicion del problema:
X+40=3(x—20)

X+40=3x-60

x =50
Edad Actual: 50 afios

.. Hace 5 anos tuve 45 afios.

Con varios sujetos

Cuando intervienen las edades de dos 0 més sujetos.
Observacion

1. Paraestetipo de problemas se recomienda utilizar un cuadro de doble entrada, como
€l que se presenta a continuacion:

Sujetos/ Tiempos Pasado Presente Futuro

Yo

Tu

El

El cuadro se completacon edadesy condiciones.
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2. En los problemas con tiempo especificado se hace mencion de cuando va a ocurrir
una determinada condicion o cuando ya ocurri®; es decir, mencionan dentro de
cuanto tiempo o hace cuanto tiempo ocurrird u ocurrié la condicion del problema.

Ejemplo 5.

Hace 4 afios la edad de Maria era el cuadruple de la edad de Marta, pero dentro de 5
anos sera el triple. Encontrar la suma de | as edades actuales.

Solucién

Hace 4 afios Presente Dentro de5 arios
Maria 4x 4x+4 4x+9
Marta X X+4 X+9

Delaultima condicién:
4x+9=3(x+9)

4x+9=3x+27

x=18
Edades actuales:
Maria 4x+4=4(18)+4=76
Martaa Xx+4=18+4=22

.. Suma: 76+22= 98 anos.
4.3 Problemas sobre moviles

Un movil es el cuerpo o particula que estd en movimiento.

Fisicamente hablando, se dice que un mdvil estd en movimiento cuando su vector
posicion, con respecto a un sistema de ges determinados, cambia con € tiempo. Si €
vector posicion del mévil no cambia con e tiempo, se dice que dicho movil estd en
reposo relativo.

Latrayectoriaeslalinearecta o curvaque describe e mévil en su movimiento.

El desplazamiento es la variacién de dos vectores posicion; podemos decir, también,
gue es &l vector que une & punto de partida con e punto de llegada.

Ladistancia es el modulo de desplazamiento.

Se puede llamar velocidad a aguella magnitud vectorial, cuyo médulo nos indica la
rapidez con que se mueve un cuerpo de un lugar a otro. Cuando la velocidad es
constante, se considera al movimiento como uniforme.

Observacion

Cuando el movimiento es en linearecta (o sea, € movimiento es rectilineo y uniforme),
el desplazamiento y la trayectoria coinciden, lo cual implica que € recorrido y la
distancia son iguales.

Ejemplo 6.

Pedro recorre de A hacia B con velocidad de 60m/min., durante 10 min.; determine la

distanciay el espacio recorrido.
L8
)
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Solucién

Pedro en 1 minuto recorre 60m, entonces en 10 minutos recorrera 10 veces lo que
recorre en 1 minuto; es decir: 10(60m) = 600m.
Comprobamos que:
El recorrido (e) = 600m
Ladistancia(d ) = 600m.
L uego:
e=d

Observacion
Los problemas de moviles que desarrollaremos estan enmarcados dentro del
movimiento rectilineo uniforme, donde la aceleracion esigual a cero.

Ejemplo 7.
Juan recorre, durante 2 horas, a una velocidad de 10 km/h. Determine & espacio
recorrido.

Solucidn
Espacio recorrido = Tiempo- Velocidad = 2(10) = 20km.

Observacion
En general:

Distancia(d) =Velocidad (v)- Tiempo (t) = v-t
Distancia _ d

Velocidad (v) = T " 1

Tiempo (t) = DlstgnC|a:g
Velocidad v

Ejemplo 8.

Un automovil vigjia con velocidad constante de 90 km/h. ¢Qué distancia recorrera en
10s?

Solucidn
Antes de aplicar laformula d = v-t ; debemos efectuar conversiones:

1km. equivale a 1000 m.
1h. equivale a 3600 s.
Luego:

9o, 2000m, I _ g0, 2000mM_gg, S M_ p5M
hlm 3600s  3600s  18s s

Nos piden ladistancia que el automdvil recorrerden 10 s.
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Como d =v-t; tendremos que: d = (ZSEj(los) = 250m.
s
.. Recorrera 250 m.

TIEMPO DE ENCUENTRO

Sean Ay B dosmoviles, con velocidad V, y V, respectivamentey d la distancia que
los separa, setiene:

El tiempo de encuentro (t, o) = v d

At Ve

Ejemplo 9.
Dos moviles separados 2000 m. van a encuentro uno del otro, en direcciones contrarias,
con velocidad de 20 m/sy 30 m/s. ¢En cuanto tiempo se encontraran?

Solucién

d . |
encuentro) = m , Setiene que:

L y___2000m___2000m_
el 20m/s+30m/s  50m/s

Aplicando laférmula (t

( 40s

.. El tiempo aemplear es 40s.

TIEMPO DE ALCANCE

Sean Ay B dos méviles, con velocidad V, y V;, (V,>V;) respectivamentey dla
distanciaque los separa, setiene:

El tiempo de alcance (t

alcance) VA _VB

Ejemplo 10.

El movil A persigue a mévil B, ambos moviles separados a 400m., la velocidad del
movil A es60 m/sy ladel movil B es 20 m/s. En cuanto tiempo lo a canzara?

Solucién
Aplicando laformula(t, ) = d , Setiene que:
A B
(L) = 400m _ 400m _10s
60m/s-20m/s 40m/s
.. El tiempo a emplear es 10s. ™
P P )
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RELACION ENTRE LA VELOCIDAD Y ESPACIO RECORRIDO DE DOS
MOVILES PARA UN MISMO TIEMPO.

Si lavelocidad de dos moviles estan en larelacion de m a n y e movimiento serealiza
durante e mismo tiempo para ambos (es decir: € tiempo es constante); entonces, la
relacion de las distancias recorridas serd como m esa n y, en forma inversa: s las
distancias recorridas son como m es a n (siendo e tiempo que dure e movimiento
igual para ambos moviles); entonces, la velocidad de ambos estaran en larazon de m a

n

Ejemplo 11.

Dos moviles se desplazan durante cierto tiempo, con una velocidad de 35 km/h y 45
km/h, respectivamente. ¢Cudl eslarelacion de espacios recorridos?

Solucién

Sean Ay B losmoviles.

Sabemos que % _3

L uego:

D

A

e

e, =
eB:

>

RELACION ENTRE LAS VELOCIDADES Y EL TIEMPO PARA ESPACIOS

IGUALES.
En genera:
Movil 1 Movil 2 Relacién de Relacién de
velocidad tiempo
. Vi vz Vi_a
Velocidad V, b
_ L L L_b
Tiempo t, a
dl d2
Distancia
L8
)
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Ejemplo 12.
Dos autos van a recorrer 200 km. Uno lo hace en 2 horas y €l otro en 4 horas. ¢En qué
proporciéon esta la velocidad de ambos y que relacidn existe con la proporcion de
tiempos?
Solucién
Sean Ay B losautos.

Como: v= %

200km

Calculamos V, = =100km/ h; velocidad del primer auto

Y también V, % _ 50km/ h: lavelocidad del segundo ato.
Luego:
. . Vv, 100 2. .
Larelacion de velocidad es: V.o 80 1 V,esaV,; como 2 esal en forma contraria
B

. . 2 1
alo que ocurre con larelacion de tiempos: :_A:Z:? t, esat; comolesaz.
B

Ejercicio 4.2

1. Laedad deun padre es € triple de lade su hija. En 12 afios |a edad del padre seré el
doble de la de su hija. ¢Qué edad tiene cada uno actualmente?

2. Hace 5 afios la edad de un padre era e triple de la de su hijo y dentro de 5 afios ser&
el doble. ¢Cudl eslaedad actua de cadauno?

3. Laedad actua de Pedro es € triple de la edad que tenia hace 20 afios. ¢Cudl es su
edad actual ?

4. A tiene20 afosy Btiene 12 afos. ¢(Cuando laedad de A serael dobledelade B.

5. Martatiene 11 afiosy Juliatiene 28 afos. ¢Dentro de cuantos afios laedad de Julia
sera el doble delade Marta?

6. Unmovil salede A a mismo tiempo que otro sale de B y van en sentidos opuestos
uno a encuentro del otro. El primero lleva una velocidad constante de 45km por
hora y e segundo una velocidad, también constante de 35 km por hora. S la
distancia entre A 'y B es de 400 km. ¢A que distancia de A se encontraran los
movilesy cuanto tiempo tardaran en encontrarse?

7. Un motociclista se demora 1,5 horas mas en la noche que en €l diavigar entre dos
ciudades. En la noche su velocidad es 40 kilometros por hora mientras que en e dia
es de 55 kilometros por hora. Determine la distancia entre las dos ciudades.

8. Un tren de carga sdle de A hacia B a una velocidad de 45 km por hora; 2 horas
después sdle de A hacia B un tren de pasgjeros a una velocidad de 55 km por hora .
A quédistanciade A encontrard el segundo tren a primero?

9. Laedad de Mario més el doble de la edad de Carlos suman 65 afios. El doble de la
edad de Mario menos la edad de Carlos da 30 afios. ¢(Qué edad tiene cada uno?

10. Un hombre puede remar 20 km rio abajo en 2 horas, o bien, 9 km rio arriba en 3
horas. Encontrar la velocidad con que rema en agua tranquila'y la velocidad de lg,_

corriente del rio. )
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Respuestas
1 Padre, 36 afios; hija, 12 afios.

2. Padre, 35 afios; hijo, 15 afios

3. 30 afios
4, —4 aios (hace 4 anos)
5. 6 afos

6. Distancia, 225 km; tiempo, 5 horas.

7. 220 km.
8. 495 km.
9. Mario 25 anos; Carlos 20 anos

10.  Veocidad aguatranquila, 6,5 km/h; velocidad corriente del rio, 3,5 km/h.
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Capitulo 5. Funciones

Introduccion

La aplicacion de las mateméticas se basa en la capacidad de encontrar una
representacion adecuada de un fendmeno del mundo real. A esta representacion se le da
el nombre de modelo matemético.

En los modelos matemaéticos, las relaciones significativas suelen representarse por
medio de funciones. Un modelo es adecuado s logra incorporar los atributos o
cualidades del fendmeno que se quiere representar.

En muchas situaciones précticas, el vaor de una cantidad puede depender del valor de
otra. Por ggemplo, la cantidad de polucion en e aire, en una ciudad, puede depender de
la cantidad de automoviles que circulan por sus calles. Esta relacion, junto a otras,
puede representarse en forma matemética como funciones.

Las funciones que analizaremos en este capitulo estaran definidas sobre los nimeros
reales.

5.1 Conceptos basicos
Definicion

Unafuncién f esuna correspondencia entre dos conjuntos A y B que asigna a cada
elemento xe A unoy solo un elemento y € B.

Criterios usados par a establecer la correspondencia

1. Expresarse como una oracion

2. Usando flechas

3. Usando tablas

4. Usando una expresion matematica

Notacion funcional

Enunafuncion f , e simbolo f(x) (Iéase f de x) denotael valor particular de y que
corresponde a valor de x.
Ejemplo 1.

Enlafuncion f definidapor: f (x)=2x—3. Determinar:
a (3

3
) f(—gj
c) f (\@)
d) f(x+3)
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Solucién
afd= 2(3)—3=6—3=3

b) f(—§]=2(—§]—3:_§_3=_2_1
5 5 5 5

o) f (ﬁ):z(ﬁ)-s:zﬁ%

d) f(x+3)=2(x+3)-3=2x+6-3=2x+3

Conceptos que intervienen en una funcion

1. El dominio de lafuncién, que se representa simbdlicamente como Dom(f) y se
define como e conjunto de elementos de A guetienen unaimagenen B.
1. Esdecir: Dom(f)={xe A: f(x) e B}

2. El recorrido de lafuncion, el cual se representa por Rec(f) y se define como el
conjunto de los elementos de B que son imagen de algin elemento de A.

3. Esdecir: Rec(f)={yeB:3xe A f(x) =y}

4. Una regla de correspondencia mediante €l cual se asigna a cada elemento
xe Dom(f) unoy sblo un elemento ye Rec(f) tal que f(x)=y. El simbolo
f (X) representalaimagen en la correspondencia f .

Ejemplo 2
Sea f lafuncién definida por la siguiente tabla.
X -1 3 -4 0 1 3 4
2 2
y=f(X) 1 9 16 0 1 9 16
4 4

Encontrar el dominioy € recorridode f .

Solucién

El dominio de f corresponde a conjunto de los nimeros asignado por latabla a x.
Es decir:
3 3
Dom(f)=4-1,-—,-4,0,1,—,4
(n-{-1-2-401% 4}
El recorrido de f esel conjunto de nimeros asignados por latablaa y .
Es decir:

Rec(f) ={0,l%,16}
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Variables

En una funcion expresada por unaecuacion, y= f(x), lasletras x e y que aparecen se
denominan variables. El valor numérico de la variable y esta determinado por € de la
variable x. Por esta razén, y se conoce como la variable dependiente y x, como la
variable independiente.

Ejemplo 3

Sea
f:Dom(f)cll -0

x— f(x)=x
Encontrar:

a) Dom(f)

b) Rec(f)

Solucién
a) Dom(f)={xell:f(x)el}
Dom(f)={xel :x* el }.
Dom(f)=0.
Para estafuncion lavariable x no tiene restriccion
b) Rec(f)={yel :y=f(x),xell}
Rec(f)z{yeD Zy=X2,XED}
Rec(f)z{yeD :X:\/y,yZO,XeD}
Rec(f)={yel :y>0}
Rec(f)=[0,+o0]

Para esta funcién las imagenes son todos | os reales positivo mas el cero.

Ejemplo 4.
Sea
f:Dom(f)cll >0
X— f(X) =i
xX+1
Encontrar:
a) Dom(f)
b) Rec(f)
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Solucién

a) Dom(f)={xel : f(x)el}

Dom(f):{XeD :ieD ,x+1¢0}
X+1

Dom(f)=0 —{-1}

b) Rec(f)={yel :y=f(x),x=-1}

x+1}

Rec(f)= {
Rec(f) = { X=—= ,y¢0x¢ 1}
0 -

Rec(f) =

Ejemplo 5.
Se estima que dentro de t afios, la poblacion de cierta comunidad sera de
P(t) =30-—°_ miles
t+1
a) ¢Cual seralapoblacion dentro de 5 afios?

b) ¢Cuanto crecerala poblacion durante el quinto afio?

Solucién

a) P(5)=30——2 =30-230-1=29 miles.
5+1 6

Respuesta: Dentro de 5 afios |a poblacion sera de 29.000 individuos.

b) Quinto afio = P(5) - P(4)
Quinto afio = 29—(30—ij:29—(30—§j 29—%:1 miles.
4+1 5 5 5

Respuesta: Durante el quinto afio la poblacion crecerd en 200 individuos.

5.2 Gréficade una funcion

Lagréficade unafuncion f esel conjunto formado por todos los puntos (x,y), donde
X estaen el dominiode f e y= f(x).

Gréficadeunafuncion f por representacion de puntos

1. Escoger un grupo representativo de nimeros x a partir del dominio de f y construir
unatablade valores delafuncion y = f (x) paratales nimeros.

2. Representar los correspondientes puntos (X,y) en un sistema de coordenadas
rectangularesy, unir 10s puntos representados por medio de una curva uniforme.
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Ejemplo 6.
Construir lagréficadelafuncion f(x) = x*

Solucién

1. Comenzamos construyendo unatabla de valores

=
w

X -3 -2 -1 0

(o]

2
y=x 9 4 1 0 1 4

2. Representamos |os (X, y) en un sistema de coordenadas rectangulares y, los unimos
mediante una curva uniforme, como:

Interseccion con losejes x e .

Para encontrar cualquier interseccion de y= f(x) con €l gje yse hace x igual aceroy
se calcula y. Paraencontrar cualesquiera interseccion de y = f(x) con el ge x se hace
y igua aceroy sedespga x.
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Ejemplo 7.

Encontrar las intersecciones con los gjes x e y delafuncién f(x)=x-3y, graficar
f.

Solucién

Intersecciones con los gjes.

Para encontrar laintersecciéon con € ge y. Hacemos: f(0) =0-3=-3. Suinterseccién
es:(0,—3) . Paraencontrar lainterseccion con el gje x resolvemoslaecuacion f(x)=0.

Es decir:
0=x-3

x=3
Asi, lainterseccion con e gje x es (3,0).

1. Construimos unatablade valores

X =2 -1 0 1 2

SN

3
y=x-3 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

2. Representamos los (x,y) en un sistema de coordenadas rectangulares y, |os unimos
mediante una curva uniforme, como:
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5.3 FuncionesLineales

Unafuncién lineal esta definida por:
f:0—>0

x— f(X)=ax+a, a =0, a,a,¢cll

Unaexpresion delaforma f(x) =ax+a, esun polinomio de primer grado.

Gréficamente, todo polinomio de primer grado representa una recta en e plano
cartesiano. Usuamente la expresion matemética anterior se representa por: y=nmx+Db,

con m=0, mbell . Laconstante m de lafuncion linea se llama la pendiente de la
recta que representa dicha funcion. La constante b esla coordenada y del punto donde
larectacortae ge y denominada coeficiente de posiciony es el valor de y cuando x
esigua acero.

Ejemplo 8.

Graficar lafuncion f(X)=x+2.

Solucién

1. Laforma mas directa de graficar una recta es determinando las intersecciones con los
gesxey.
Asi:

Para x=0, y=2.Primer punto (0,2).

Para y=0, x=-2. Segundo punto (-2,0)

2. Representamos los dos puntos en un sistema de coordenadas rectangulares y, los
unimos mediante una curva uniforme (recta), como:

CADE



Pendiente deunarecta
Supongamos que los puntos B(x,Y,) ¥ P,(X,,Y,) estan sobre el gréfico de la funcion

lineal, por lo tanto, sus coordenadas  satisfacen la  ecuacion
y=mx+b.
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Pendiente = m:ﬂ: Yo=Y
AX %—X%

Ejemplo 9.

Encontrar la pendiente de larecta que une los puntos (-8,-4) y (5,9).

Solucién

m=

5.4 Funciones Cuadr aticas

Una funcién cuadrética esta definida por:
f:0 -0

x— f(X)=a,xX’+ax+a,, a,#0, a,,a,3, ] .

Una funcion cuadrética es un polinomio de segundo grado. Graficamente, todo
polinomio cuadrético representa una pardbola. Usualmente, la expresion matematica

anterior se representapor: y=ax>+bx+c, a=0, a,b,cell.

Unapardbola queda determinada graficamente cuando conocemos |os siguientes datos:

1) Concavidad
2) Intersecciones con los gjes.
3) Determinacion del vértice.

1. Concavidad

Para determinar hacia donde se abre la pardbola se debe observar e signo del
coeficiente de x*. Si es positivo abre hacia arriba, si es negativo abre hacia abajo.

2. Inter secciones con los g es
Para determinar si la pardbolacortaal eje x se debe resolver laecuacion

—b++/b?-4ac

y=ax’+bx+c , con a, # 0, mediante laférmula cuadrética x = >
a

Al utilizar laformula cuadratica:

1. Si b?—4ac>0, habrédos ceros reades distintas;
2. Si b’ —4ac=0, habraun cero real repetido; y
3. Si b*—4ac <0, no habréa ceros reales (ceros complejas).

La parabola siempre cortara a €e y; para determinar el corte hacemos x=0 en
f(x)=0, obteniendo y=c.

-

i
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3. Determinacion del vértice.

El vértice corresponde a valor maximo o minimo de la parébola y se encuentra usando
, b b b 4ac-b?
laformula | —,f| — || 0 | ——, .
2a 2a 2a 4da

Ejemplo 10.

Graficar lafuncion y = —x*—8x+ 20
Solucion

1. Como a=-1<0, entonces |la pardbola se abre hacia abajo.
2. Dado que —x* —8x+20=—[ (x+10)(x—2)]=0, entonces x=-10y x=2
son |os cortes de la pardbola con € ge x

El corte con € ge y se encuentrahaciendo x=0, en estecaso y = 20.

3. Las coordenadas del vértice se calculan de la siguiente manera:

b _(—_8]2(8)2_4 . y_4ac_[4(_1)(20)_(_8)2}:36_

“2a (-2) (=2 T 42 [4(D)]

Las coordenadas del vértice son: (—4,36).

4. Lagréficade lapardbolaes:
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Ejemplo 11.

Un ganadero desea construir un corral rectangular con 10000metros de cercado. ¢Cudles
deben ser las dimensiones del corral paraque e area sea maxima?

Solucién

Si designamos € ancho y €l largo del corral por x e y, respectivamente. El area esta
dada por A=xy y € perimetro es 10000 metros. Por tanto, 2x+2y=10000.
Despejando y en esta ecuacion tenemos. y =5000— x. Sustituyendo este resultado en
A=xy, tenemos. A= x(5000-x). Asi obtenemos el &ea como una funcion de la
variable x.

Luego, A(X) = x(5000— x) =5000x— x*>. Puesto que a=-1<0 la pardbola se abre
hacia abajo, el valor maximo de A sedaen el vértice.

Usando laférmula de vértice tenemos que: X = b = _ 5000 =2500.
2a  2(-)
Puesto que €l largo correspondiente es.  y = 5000 — x = 5000— 2500 = 2500.

L as dimensiones son 2500 metros por 2500 metros.

Nota.

Maés informacion sobre funciones en su primer curso de Matemética en la Universidad.

Ejercicios 5.1

1. Sea f(x)=(2x+1)’".
Encontrar:
a f(-D,
b) f(0)
c) £
2.Sea f(t)=t—|t-2|
Encontrar:
a f(2)
b) f(2)
c) f(3

3.Si f(x)=3x"-2x+4, y h=0, encuentre: fx+h)—T(x)

h
4. Encontrar €l dominio de las siguientes funciones reales:
2
a) f(x)= X +5
X+2

b) g(x) =+v2x-6
0) f(u)=(2u—4)
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5. Sea
f:Dom(f)cl —»0
X— f(x)=3x-5
Determinar:
a) Dom(f)
b) Rec(f)

6. Sea
f:Dom(f)cl —»0

x— f(X)=|X

Determinar:
a) Dom(f)
b) Rec(f)

7. Grafigue lafuncion lineal f (x) :%x—g

8. Encuentre la pendiente de larecta que unelos puntos: (3,2) y (-5,-7).

9. Grafique lafuncion cuadrética f (x) = —2x*+8x—5
10. Encuentre & valor minimo de lafuncion definidapor h(t) =3t*+3t+2.

Respuestas

1. a -1 b) 1

2. ao b) 2

3. 6x—2+3h

4. a) Dom(f)=0 —{-2}
5.

Dom(f) =10

Rec(f) =10

6.

Dom(f) =10

Rec(f) =[0,+od]

c) 27
C) 2

b) Dom(g) =[3,+[

108

c) Dom( f) =[2,+o0[
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Hoja de Respuestas

Pregunta/ Alternativa
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Respuestas

Pregunta/alternativa

b)

d)

x

x

5|5 KBS

47.

48.
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Tabla de Evaluacién

PUNTO | Calificacion

60%
1 1,1
2 1,2
3 1,3
4 1,4
5 15
6 1,6
7 1,7
8 1,8
9 1,9
10 2,0
11 2,1
12 2,3
13 2.4
14 2,5
15 2,6
16 2,7
17 2.8
18 2,9
19 3,0
20 3,1
21 3.2
22 3.3
23 34
24 3,5
25 3,6
26 3,7
27 3,8
28 39
29 40
30 4,2
31 473
32 45
33 47
34 48
35 5,0
36 51
37 53
38 54
39 5,6
40 5,8
41 59
42 6,1
43 6,2
44 6,4
45 6,5
46 6,7
47 6,8
48 7,0
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