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Capitulo 1

Expresiones Algebraicas y Lenguaje

Algebraico

Definicién 1.0.1. Una expresion algebraica es una expresion que entrelaza nimeros

y letras mediante operaciones aritméticas.

Ejemplo 1.0.2. 57 x es un numero natural, obtenga una expresion algebraica en x

para:
a) Su SUcCesor.

Solucion. = + 1.

b) su doble.

Solucion. 2z.

¢) su mitad.

., €
Solucién. —.

[N}

d) sus tres cuartas partes disminuidas en una unidad.

Solucion. Zm — 1.
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e) su triple excedido en 4 unidades.

Solucién. 3z + 4.

f) su 20 %.

Solucién. %

1.1. Factorizacion

Definicién 1.1.1. Factorizar una expresion algebraica correspondiente a la suma y/o
diferencia de dos o mds términos, consiste en escribirla como producto de expresiones

algebraicas mds sencillas.

Veamos algunos casos donde se muestra como factorizar de la forma maés eficiente

posible:

s Caso 1: Factor comun:

En la figura, vemos que el rectangulo mayor consiste en dos rectangulos, uno de

area ac y el otro de area be. El area total es
ac + be.

Sin embargo, notamos que los lados del rectdngulo mayor miden a + b y ¢, por lo

tanto su area puede también ser expresada como

cla+0).
Es decir,
ac+ bc = c(a + b) (1.1.1)
6
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lo cual no es otra cosa que el axioma correspondiente a la distributividad de

la multiplicacién con respecto a la suma. Sin embargo, observandolo desde otra
perspectiva, la ultima igualdad nos plantea que, dado que c¢ se repite en ambos
términos de la izquierda, entonces podemos colocar un paréntesis, “sacar” a ¢ de
éste, y “dentro” de él dejar los factores de cada término que no se repiten. En este

caso, decimos que ¢ es factor coman del miembro izquierdo de (1.1.1)).

Ejemplo 1.1.2. Factorice:

a) abd + acd + ad.

Solucién. En este caso, la expresion tiene factor comin ad, por lo que su
factorizacion es

ad(b+c+1),

lo cual usted puede comprobar multiplicando ad “hacia dentro” del

paréntesis, es decir usando distributividad.
b) 8x + 12y + 20z.
Solucidén. La expresion anterior es equivalente a
4.-2x+4-3y+4-5z,
por lo que el factor comin es 4, y la expresion factorizada queda como

4(2z + 3y + 52).

Note que el primer paso no es necesario, dado que 4 es el maximo comuin
divisor entre 8,12 y 20, esto quiere decir que es el mayor factor que se puede

extraer de estos tres niimeros.
c¢) 122%y° + 1823y* — 24153,

Solucién. El maximo comiin divisor entre 12, 18 y 24 es 6, por lo que 6 es

uno de los factores comunes de esta expresion. Sin embargo, no es el tinico.

7
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Notemos que 22 es la menor potencia de z presente en algtin término de la
i6 iginal. Por otro lado, y? es | ti tencia d
expresion original. Por otro lado, y° es la respectiva menor potencia de .

Dejando un 2% y un y® en cada término, nuestra expresion queda como
1222939 + 182%xyPy — 24222ty (1.1.2)

De este modo, observando ((1.1.2), el factor comin es 6z%y3. Asi, la
factorizacion es

622y (2y* + 3xy — 4a*).
Nos podemos ahorrar el paso (1.1.2]), notando que los exponentes de las

potencias de = que quedan “dentro” del parentésis, corresponden a restar a

cada exponente original, el exponente del factor comin en z, anadlogamente

para, y.
4 16
d) Ex Y022 5 —xyts.

Solucién. En este caso, notamos que el MC'D (maximo comin divisor) entre
los numeradores es 4 y el M CD entre los denominadores es 3. De este modo,
escogiendo la menor potencia de z, de y y de z presente en la expresion,

obtenemos que su factorizacion es

4 1 4
§$2y422 (g.ﬁl'yZ — §Z> .

s Caso 2: Diferencia de cuadrados:
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La figura consiste en dos cuadrados, el més grande tiene lados de medida a

unidades, y el mas pequeno, tiene lados de medida b unidades. El area de la
region achurada corresponde a la diferencia entre el area del cuadrado grande y

el area del cuadrado pequeno, es decir, el area es
a’ — b

Sin embargo, si separamos la region achurada en dos rectangulos:

a

a—>b

vemos que el area del rectangulo superior es a(a — b), y el area del rectangulo

inferior es b(a — b). De este modo, el area achurada también corresponde a
a(a —b) + b(a —b).
Como en esta tltima expresion a — b es factor comun, entonces queda como
(a —b)(a+Db).

Es decir,

a®> —b* = (a+b)(a—b).

Esta igualdad, la podemos interpretar como que la diferencia de los cuadrados de
a'y b (en ese orden), se puede factorizar como la suma de a con b por la diferencia
de a con b, en ese orden. Veamos ejemplos, en los cuales usamos la expresion

obtenida:
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Ejemplo 1.1.3. Fuctorice:

a) 8lz? — 16y°.
Solucién. Podemos expresar esta resta como la diferencia de cuadrados
2 2
por lo que su factorizacién es

(92 + 4y) (92 — 4y).

b) z* —1.
Solucién. La expresion dada es equivalente a
(xz)z - 127
por lo que corresponde a
(2% 4+ 1) (2 - 1).

Note que el factor 22 — 1 es nuevamente una diferencia de cuadrados, por lo

que la factorizacion final es

(2 + 1) (z + 1)(z - 1).

= Caso 3: Trinomio cuadrado perfecto
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En la figura, vemos un cuadrado de lado a + b, por lo que su area corresponde a

(a+b)%

Sin embargo, esta figura puede ser descompuesta en un cuadrado de lado a, dos
rectangulos, cada uno de lados a y b, y un cuadrado de lado b. De este modo,
el area de la figura completa también corresponde a la suma de las areas de las

subfiguras mencionadas, es decir a
a® + ab + ab + b,
la que puede ser expresada como
a® + 2ab + V2.
Es decir, obtenemos que

(a+b)* = a® + 2ab + b*. (1.1.3)

Esta igualdad se puede interpretar como que el cuadrado de la suma de a y b

corresponde a:

e cl primer término al cuadrado, o sea a2,
e més dos veces el primer por el segundo término, es decir, 2ab,

e mis el segundo término al cuadrado, o sea b2.

Observacién 1.1.1. Un error frecuente al momento de desarrollar un cuadrado

de binomio es, aplicar la potencia a cada término por separado, sumando o

restando segtn el caso, esto es:
(a+b)* = a® + b?

o bien,

(a —b)? =a* — b

ESTA AFIRMACION NO SE CUMPLE.

11
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Esta formula nos permite calcular potencias tales como 172, notando que

172 = (104+ 72 =10>+2-10-7+ 7%

O sea,

172 = 100 + 140 + 49 = 289.

Note también que, simplemente multiplicando, podemos obtener que
(a—b)? = (a—Db)(a—b) = a® — 2ab+ b?, (1.1.4)

expresion que es bastante similar a la del desarrollo de (a + b)z, v que solo difere

de él en el signo del segundo término. Ahora factorizaremos algunos trinomios

que son cuadrados perfectos, en virtud de (1.1.3) y (1.1.4]).

Ejemplo 1.1.4. Factorice

a) 2 + 6z + 9.

Solucién. Al observar el primer y tdltimo término, notamos que éstos
corresponden al cuadrado de x y al cuadrado de 3, respectivamente. Més
aun, el término central corresponde a doble de 3z, por lo que este trinomio

corresponde a un cuadrado del binomio y su factorizacion es
2
(z+3)".

b) z* — 8x? + 16.

Solucién. El primer término corresponde al cuadrado de 22 y el tercero al
cuadrado de 4. Por otro lado, el término central corresponde al opuesto de

2-4-22, por lo que este trinomio corresponde a
(2% — 4)°.

Observamos que z2 — 4 es una diferencia de cuadrados, por lo que la
factorizacion final es

(z +2)*(z — 2)°.

12
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Caso 4: Trinomios de la forma z? + bz + ¢ (algunos casos):

Vemos que al efectuar la multiplicacion
(x+5)(x +4)
obtenemos el polinomio
22 4 9z + 20,

donde el coeficiente de x, el cual es 9, corresponde a la suma 5+ 4, y el término

independiente de x, el cual es 20, corresponde al producto 5 - 4.
En general, si queremos factorizar un trinomio de la forma x? + bx + ¢, de modo
que quede expresado de la forma

(z +e)(z+ f),

entonces debemos encontrar los nimeros e y f de modo que su multiplicacién
corresponda a ¢ (el término independiente de x), y su suma corresponda a b (el

coeficiente de x).

Ejemplo 1.1.5. Factorice:

a) x? + 5z + 6.

Solucién. Debemos encontrar dos nimeros que multiplicados nos dé 6, y
que sumados nos dé 5. Estos ntimeros son 2 y 3, por lo que su factorizacion

€s

(x +2)(z + 3).
b) z? + 5x — 6.

Solucién. Debemos encontrar dos niimeros que multiplicados nos dé —6 y

que sumados nos dé 5. Estos son 6 y —1, por lo que su factorizacion es

(x +6)(z—1).

13
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c) z* — 17z + 60.

Solucién. Debemos encontrar dos nimeros que multiplicados nos dé 60
(como 60 es positivo, los ntimeros que buscamos deben ser del mismo signo)
y sumados nos dé —17 (entonces ambos deben ser negativos). Estos son —12

y —5, por lo que factorizacion es

(x —5)(xz —12).

Observacion 1.1.2. Al realizar la factorizacion de la forma:
P +br+c=(x+e)(z+ f)
los signos de e y f dependen de los signos de ¢y b:
e Si ¢ > 0 entonces e y f son ambos positivos o ambos negativos. Si b es

positivo, son ambos positivos, pero si b es negativo, son ambos son negativos.

e Si ¢ < 0 entonces e y f son de distinto signo. Si b es positivo, entonces el
mayor entre e y f es positivo. Por el contrario si b es negativo, entonces el

mayor entre e y f serd negativo.

Caso 5: Trinomios de la forma az® + bz + c con a # 0 y a # 1 (algunos casos):

Veamos inmediatamente un ejemplo:
Ejemplo 1.1.6. Factorice el trinomio 4x* + Tx — 2.

Solucién. Para factorizar este trinomio, en primer lugar, lo multiplicamos y

dividimos por 4, el cual es el coeficiente de 2. De este modo,

1622 + 28x — 8
4

Ao + 70 —2 =

El numerador del miembro derecho, lo expresamos como un trinomio de la variable

4x, quedando como

1622 + 282 — 8 (4x)® +7(4z) — 8

4 4

14
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y luego lo factorizamos como tal. Para tal efecto, buscamos dos ntimeros que
multiplicados nos dé como resultado —8 y que sumados nos dé 7, los cuales son 8

y —1. De este modo, la factorizacion es

(4z)® + 7(42) — 8 _ (4z +8)(4z —1)

1.1.5
1 1 (1.1.5)
Por lo tanto, de las igualdades anteriores se deduce que
4o + 8)(4xr — 1 4 2)(4r — 1
12 4 70— = AW DA DU 2D _ gy -1,
O

Observacién 1.1.3. Consideremos un trinomio de la forma az? 4+ bx + ¢ con
a # 0y a # 1. Para factorizarlo, en caso que sea posible, en primer lugar
lo multiplicamos y dividimos por el coeficiente de 2, es decir por a. En
segundo lugar, formamos un trinomio de la variable ax en el numerador, el cual
factorizamos. Finalmente, extraemos factores comunes del numerador, de modo

que el a del denominador se cancele, obteniendo la factorizacién final.

Caso 6: Diferencia y suma de cubos:

En la figura podemos apreciar un cubo de arista a unidades, y dentro de él, un
cubo méas pequeno de arista b unidades. Si queremos obtener el volumen del s6lido
achurado, entonces éste corresponde al volumen del cubo mayor menos el volumen

del cubo menor, es decir, su volumen corresponde a
a® — b3

15
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Sin embargo, también podemos obtener este volumen, separando la regién en 3
paralelepipedos:
a—b/ |
b |
a—1b 1
b a
b 0
b
a—">
Note que

e ¢l paralelepipedo de la derecha, tiene volumen a?(a — b).
e el paralelepipedo de la izquierda y adelante, tiene volumen b*(a — b).

e ¢l paralelepipedo de la izquierda y atras, tiene volumen ab(a — b).
De este modo, el volumen del cubo también puede ser expresado como
a*(a — b) 4 ab(a — b) + b*(a — b). (1.1.6)
Como en 7 a — b es factor comun, entonces esta expresion queda como
(a —b)(a® + ab + b*).
Es decir, obtenemos la igualdad
a® — b = (a —b)(a® + ab + b?), (1.1.7)

la cual nos dice que la factorizacion de la diferencia entre el cubo de a y el cubo
de b, corresponde a la diferencia entre ambos términos a y b, multiplicada por

un trinomio consistente en el cuadrado del primer término, es decir a?, mas el

16
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producto de ambos términos a y b, y mas el cuadrado del segundo término, es

decir b2
Queremos factorizar a® + b3. Note que
a® 4+ b = a® — (=b)°,

por lo que a® +b% se puede entender como una diferencia de cubos. De este modo,

a* = (=0)* = (a = (=))(@® + a(=b) + (=)*),
entonces

a® +b* = (a+ b)(a® — ab+ V?). (1.1.8)

Comparando con , vemos que cuando factorizamos la suma de cubos
a® + b, en el primer factor hay una suma a + b, y el segundo factor a® — ab + b?
tiene segundo término negativo. En cambio en la diferencia de cubos a® — b2, en
el primer factor hay una diferencia a — b, y el segundo factor a® + ab + b? tiene

segundo término positivo.
Ejemplo 1.1.7. Factorice:

a) %+ 27.

Solucién. Note que la expresion dada corresponde a la suma del cubo de x

con el cubo de 3. De este modo, su factorizacion es

(z+3)(2* — 3z +9).

17
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b) z3 — 1.

Solucién. Note que la expresion dada corresponde a la diferencia entre el

cubo de z y el cubo de 1. De este modo, su factorizaciéon corresponde a

(x —1)(2* + 2+ 1).

= Caso 7: Polinomio cubo perfecto

En la figura, observamos un cubo cuya arista mide a+b. De este modo, su volumen
es

(a+b)°.

Sin embargo, este cubo puede ser descompuesto en cubos y paralelepipedos:

los cuales son:

e cl cubo de atréas, el cual tiene volumen a®.

18
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e los tres paralelepipedos, cada uno de volumen a?b.

e los tres paralelepipedos, cada uno de volumen ab?.

e ¢l cubo de adelante, el cual tiene volumen b.
De este modo, tenemos que el volumen del cubo completo, también puede ser
expresado como

a® + 3a®b + 3ab® + b?,
por lo que obtenemos la igualdad
(a +b)* = a® + 3a%b + 3ab® + 1°.

En esta expresion, a la derecha tenemos que

e En los términos que estan en los extremos aparece cada término al cubo, en

este caso a® y b>.

e Las potencias del primer término, en este caso a, van decreciendo de izquierda

a derecha.

e Las potencias del segundo término, en este caso b, van creciendo de izquierda

a derecha.

e Los términos centrales tienen coeficiente 3.

Note también que, simplemente realizando la multiplicacién, obtenemos que
(a—b)* = (a —b)(a—b)(a—0b) = a®— 3a® + 3ab* — 1°.

Esta tltima expresion tiene un desarrollo muy similar al de (a + b)3, pero difiere
de ¢l en el hecho que los signos + y — de los coeficientes van apareciendo en
forma alternada, partiendo por +. Factorizamos ahora algunas expresiones que

son cubos perfectos.

Ejemplo 1.1.8. Factorice:

19
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a) 3+ 6x? + 122 + 8.

Solucién. Vemos que los términos ubicados en los extremos corresponden
al cubo de x y al cubo de 2. Los términos centrales corresponden a 3 - 2 - 22

v 3 - 22 -z respectivamente. De este modo, la expresion es el cubo perfecto
(z +2)°.
b) 2% — 32% + 3z — 1.

Solucién. Los términos ubicados en los extremos corresponden al cubo
de z y al cubo de 1. Los términos centrales corresponden a 3 -1-2%y
3-12 - x respectivamente. Los signos de los coeficientes se presentan en forma
alternada, partiendo por +. De este modo, la expresién corresponde al cubo
del binomio

(x—1)°

O

Observaciéon 1.1.4. Un error frecuente al momento de desarrollar un cubo de

binomio es, aplicar la potencia a cada término por separado, sumando o restando segtin
el caso, esto es:

(a+0b)®=a®+ b
o bien,

(a—b)?=a*—0b

ESTA AFIRMACION NO SE CUMPLE.

1.2. Operaciones con fracciones algebraicas.

1.2.1. Suma y resta de fracciones algebraicas.

Para sumar o restar dos fracciones algebraicas con distinto denominador, transfor-

mamos primero ambas fracciones en fracciones que tengan el mismo denominador y

20
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luego operamos, tal como lo hicimos con las fracciones numéricas.

Ejemplo 1.2.1. Realice la suma

2 n 3
xr—3 x+3

x # +3

Solucién. Queremos obtener fracciones equivalentes a cada uno de los sumandos, de
modo que estas nuevas fracciones tengan el mismo denominador. El denominador comtn
escogido sera simplemente el producto de los denominadores, es decir (z — 3)(z + 3).
Note que

2 2 z+3  2x+3)  20+6

9:—3:x—3‘x+3_(a:—3)(:v+3) 2 -9

3 3 x-3  3x-3)  3x-9
r+3 2+3 -3 (v+3)(z—-3) 22-9

De este modo,
2 3 2c+6 3r—9 Sr—3
+ = + = .
r—3 x+3 22-9 22-9 22-9

Veamos otro ejemplo

Ejemplo 1.2.2. Obtenga la resta

2 1
— , x#1
r—1 (:I:—l)2 7

Solucién. Queremos que ambas fracciones que se resten tengan el mismo denominador.
Para tal efecto, dejamos ambas fracciones con denominador (z — 1)2 (que en este caso, es
aquel denominador que tiene mayor exponente). Es decir, es solo necesario transformar
la primera fracciéon en una fraccion equivalente. En efecto,

2 2 -1 2@-1) 22-2

r—1 z2-1 -1 (z2-1?% (z-1)

De este modo,

2 1 20 — 2 1 2z —3

r=1 (@-1)° (@-1* (@-1)" (z—1)

21
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1.2.2. Multiplicacién y divisiéon de fracciones algebraicas.

Para multiplicar o dividir fracciones algebraicas, se procede de la misma forma que

se realizan estas operaciones con fracciones numéricas. Veamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.2.3. Opere las siquientes fracciones algebraicas, y simplique lo mds posible

cada expresion obtenida:

a)

32 —2x —1 2
4o +4 x—1

x # +1.

Solucién. Antes de multiplicar, factorizamos el numerador y denominador de
cada fraccion, seglin sea necesario. Para factorizar 322 — 2z — 1, lo multiplicamos

y dividimos por 3, obteniendo finalmente que
32 =2 — 1= (z —1)(3x + 1).

Asi, nuestra multiplicacién queda como

302 —=2r—1 2 (z—1)(Bx+1) 2

4o +4 r—1  4x+1) r—1

Multiplicamos ahora numerador con numerador, y denominador con denominador,

tal como en las fracciones numeéricas, obteniendo que

302 —2r—1 2 2@—-1)Bz+1)
4o+ 4 r—1 4x+1)(z-1)

Note que tanto en el numerador como en el denominador dejamos expresada la
multiplicacion, para luego poder simplificar los factores repetidos. Asi,

302 —2x—1 2 2(z—-1)(Bxz+1) 3z+1 3z+1
4x + 4 r—1 4dz+Dx—-1) 2x+1) 20+2

donde la tltima fraccion es irreducible, es decir, no tiene factores comunes en el
numerador y denominador.
36
2
x
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Solucién. Procedemos con esta division igual que con fracciones numéricas.

Tenemos que

36
22 _ 36 2°
x x2 48
48

Dado que al efectuar la multiplicaciéon de la derecha se simplificaran los factores
comunes que aparecen “arriba”’ y “abajo” en la fraccidon resultante, entonces
podemos simplificar cruzado antes de realizar tal multiplicaciéon, y luego la

hacemos. Asi

36

2 36 2 2 x 2
2 22 48 1 3 3
48

1.3. Ejercicios Propuestos

1. Si x es un ntimero natural, obtenga:

a) su antecesor.

b) su triple.

¢) su tercera parte.

d) su mitad disminuidas en una unidad.
e) la mitad de su antecesor.

f) su 25 %.
2. Si Daniela tiene z anos, obtenga

a) La edad que tendra en 4 anos mas.
b) La edad que tenia hace 4 afios.
¢) Los anos que le faltan para tener la edad de su padre, el cual tiene 47 anos.

d) Los anos que le faltan a su hijo para tener la edad de Daniela, considerando

que este tiene 7 anos.

23
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e) La edad de su abuela, la cual excede al doble de la edad de Daniela en 20

anos.

f) La edad de su primo, sabiendo que la mitad de la edad de Daniela la excede

en 3 anos.

g) Los meses que ha vivido, si hoy cumpli6 = afos.

3. Factorize, si es posible, las siguientes expresiones algebraicas:

a) abed + acde + ade f 0) 2 =5z +6
b) a? + 32® — 22 p) 22—z —6
¢) 18z + 24y — 30z q) 22+ —6
d) 1023y* — 1522y — 2025y” 1) 022 4 8z — 1

e) Tz —yz + zw — yw $) 52% — 130 + 6
f) S8 — 1052 4 2054
ot ! t) 622+ 2 — 2
g) ot —y'

u) 2t -z +
h) 14425 — 81y?

v) o' +8z% 4+ 16
i) 36z% — 169y®

w) a® — 3x? — Hdx

ja®-1
k) 122 — 482° x) 81a° -1
) 22+ 7z + 10 y) 8+ 6dy°
1 1
m) z? — 14z + 49 z) 2—7359 - Eym
n) r? —x—12 a2) x3 — 622 + 122 — 8
n) 2%+ 7z — 60 b2) a3 + 922 + 27z + 81

4. Realize las siguientes operaciones:

24
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4 — g2

b) 2

) 1 2
R
T x
-3 x+1
1 2x 1
x+1+x2—1_1’—1
4 T+ 2
x2—25+x2—2x—15
T 3 T
224+1—2 22420—3 22452+6
1 1
xt =223+ 22 23(r+1)

d)

e)
f)

g)

h)

5. Simplifique, si es posible, las siguientes fracciones algebraicas:

) 2241 d) 9 — 2
2 22 — 6z +9
b) xt + 22 1 — 3
2 °) 2 —3x+2
)x2—3x—18
C
2 -9

a)i e) v 1
VT VT3

b)m f)i

¢) r—2 N
Vi 2
z+1 11—z

Q) == g)l_\3/5

25
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Capitulo 2

Ecuaciones

Definicién 2.0.1. Una ecuacion es una igualdad en la que intervienen una o mds
incognitas. El grado de una ecuacion consiste en el mayor exponente al que se encuentra

elevada cualquiera de las incognitas.

Estudiaremos las ecuaciones de primer y de segundo grado y sistemas de ecuaciones

cuyas incognitas son un namero real:

2.1. Ecuaciones Lineales

Definicion 2.1.1. Sean a y b nimeros reales, con a # 0. Una ecuacion lineal es una
ecuacion de la forma

ar+b=0.
Ejemplo 2.1.2. Resuelva las siguientes ecuaciones de primer grado:
a) 2r+1=25.

Solucién. Intentamos despejar la incognita x. Para ello, cada operacion que
realizamos, la hacemos en ambos miembros de la igualdad, de modo que ésta
se mantenga (formalmente, lo que en realidad haremos es usar la propiedad 3.4

y 3.5 de niimeros reales). Esto es como una balanza en equilibrio: si colocamos

27
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peso en un platillo, entonces debemos colocar el mismo peso en el otro platillo,

de modo que el equilibrio se mantenga.

De este modo, restamos 1 en ambos miembros de la ecuacion, obteniendo

20 = 4.
Dividimos por 2 en ambos miembros de la ultima igualdad, de este modo

T =2.
Note que si reemplazamos z = 2 en la ecuacion original, obtenemos que

2r+1=2-241=25,

lo cual comprueba que nuestra solucion es correcta (la comprobacion de todos
modos no es necesaria). Por lo tanto, el conjunto solucion es S = {2}. O
5+ 5 =9 —3z.

Solucién. Para despejar x, primero agrupamos los términos que dependan de x
en un miembro de la igualdad, y los términos que no dependen de z en el otro

miembro.

Sumamos 3z — 5 en ambos miembros, lo que se puede interpretar como que 3x
“pasa sumando” al miembro izquierdo, y 5 “pasa restando” al miembro derecho.

De este modo, obtenemos la ecuaciéon equivalente
5 +3x =9 — 5,

de donde
S8r = 4.

Dividimos ambos miembros de la ultima igualdad por 8, lo que se puede entender

como que 8 pasa dividiendo al miembro derecho de la igualdad, obteniendo que

4 1
rT=-1T=_.
8 2

De este modo, el conjunto soluciéon es S = {%}

28
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2z — (x — (x — 50)) = = — (800 — 3x).

Solucién. Intentamos deshacer los paréntesis para luego despejar x. Si hay
un signo menos justo fuera de un paréntesis, esto significa que éste se esta
multiplicando por —1, luego usando la distributividad, este —1 multiplica a todos
los términos que estan dentro del paréntesis, cambiando los signos de éstos. De

este modo, en un primer paso obtenemos
2z — (r — x4+ 50) = = — 800 + 3z.

Luego,
2z — 50 = 4z — 800.

Asi, dejando los términos en x a la derecha, los niimeros a la izquierda, operando

y luego permutando la igualdad, obtenemos que
2x = 750,

de donde
x = 375.

Por lo tanto, S = {375}.

3r+1 2—4x —bSr—4 Tz

7 3 14 6
Solucidén. Intentamos deshacernos de las fracciones lo antes posible. Para tal
efecto, no es necesario operar con ellas, simplemente multiplicamos la ecuacién
por el MCM de los denominadores, esto es, por 42. De este modo, obtenemos
que

6(3z+1) —14(2 —4x) = 3(—Hx —4) + 7 - Tx.
Usando distributividad, obtenemos ahora que
18 4+ 6 — 28 4+ 562 = —15x — 12 4 49zx.

29
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Despejamos x, obteniendo que

A

Es decir, S = {}. O

Veamos un ejemplo de aplicaciéon de las ecuaciones lineales:

Ejercicio 2.1.1. Andrés fue al mall y se compré un traje, un sombrero y un libro. El
libro le costé $20000 menos que el traje y el sombrero le costd $5000 mds que el libro.

Si pagé $88000 por los tres articulos, jcudnto pagd por cada articulo?
Escogemos como x como el precio del traje.
a) Determine el precio del libro, en términos de x.

Solucién. = — 20000 pesos.

b) Determine el precio del sombrero, en términos de x.

Solucién. z — 20000 + 5000, o sea, x — 15000 pesos.

¢) Resuelva el problema.

Solucién. En base a lo obtenido en a) y en b), tenemos que la ecuacion que

resuelve este problema es
x + (x — 20000) + (= — 15000) = 88000,
de la cual se deduce que x = 41000. Es decir, el traje le costo $41000, el libro

$41000 — $2000 = $21000,

y el sombrero

$41000 — $15000 = $26000.
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2.2. Ecuaciones Cuadraticas

Definicion 2.2.1. Sean a,b y ¢ nimeros reales, con a # 0. Una ecuacion cuadrdtica

es una ecuacion de la forma

azx® +br +c=0.
Proposicién 2.2.2. Sean x e y numeros reales. Se tiene que
ry=0&2=0V y=0.

Observacion 2.2.1. Es decir, el producto de dos niimeros reales es 0, si y s6lo si, al

menos uno de ellos es 0.

Ejemplo 2.2.3. Considere la ecuacion cuadrdtica
2?2 —524+6=0.
Al factorizar su miembro izquierdo, obtenemos la ecuacion equivalente
(x —3)(z—2)=0.
a) Observando esta dltima ecuacion ;qué podemos concluir acerca de v —3 y x — 27

Solucién. Como (z —3)(x —2) = 0, entonces de la tltima proposicion obtenemos

que

r—3=0V x—2=0.

b) ¢Cudles son las soluciones de la ecuacion x* —5x +6 =07
Solucion. De a), tenemos que

= six —3 =0, entonces r = 3.

» siz —2 =0, entonces x = 2.
De este modo, el conjunto solucion de la ecuacion es S = {2, 3}. O
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Ejemplo 2.2.4. Considere la ecuacion

z® — 9z — 84 = 0.
Resuélvala usando factorizacion y la ultima proposicion.
Solucién. Note que

7 —8r -84 =0% (z—14)(z+6) =0
Sr—14=0V 2+6=0

Srx=14 V x = —6.
De este modo, su conjunto solucion es S = {—6, 14}. O

Veamos ecuaciones cuadraticas, para las cuales el coeficiente de 22 no es 1. ;Como

resolverlas?
Ejemplo 2.2.5. Considere la ecuacion cuadrdtica
222 — 32 —5=0.
St multiplicamos por 2 esta ecuacion, obtenemos la ecuacion equivalente
(22)* — 3(2z) —10 = 0.
a) Si hacemos el cambio de variable u = 2z jque ecuacion obtenemos?
Solucién. Obtenemos la ecuacion

w?—3u—10=0.

b) 4Cudles son las soluciones de la ecuacion obtenida en a)?

Solucién. Factorizando en la 1ltima ecuacién, obtenemos que sus soluciones son

u=>50u=—2.
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¢) Deshaciendo el cambio de variable en las soluciones obtenidas en b), ;Cudles son

las soluciones de la ecuacion 22° —3x —5 =079

Solucién. Note que

» Siu =75, entonces 2z = 5, de donde z = 2.

[\

= Siu=—2, entonces 2x = —2, de donde x = —1.
Por lo tanto, S = {—1,% i O
Ejemplo 2.2.6. Considere la ecuacion
32° =22 —-5=0
Resuélvala usando un cambio de variable.
Solucién. Multiplicando por 3 la ecuacion, obtenemos
(3x)* — 2(3x) — 15 = 0.
Luego, si hacemos u = 3z, obtenemos la ecuacion
u® —2u — 15 = 0.

Si factorizamos en la ecuaciéon anterior, vemos luego que sus soluciones son u = 5 o

u = —3. De este modo, deshaciendo la sustitucion, obtenemos que
3r =5V 3z = -3,

de donde

es decir, S = {%,—1}. O

Teorema 2.2.7. Sean a,b y ¢ numeros reales, con a # 0. Las soluciones de la ecuacion
cuadrdtica

ar® +br+c=0 (2.2.1)
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vienen dadas por

. —b+Vb? — 4dac

2 (2.2.2)

De este modo

» s5i b2 — dac > 0, entonces la ecuacion cuadrdtica tiene dos soluciones reales
distintas, las cuales son

B —b 4+ V/b?% — 4dac Vo —b — Vb? — 4ac
N 2a N 2a '

T

» s5i b2 — 4ac = 0, entonces la ecuacion cuadrdtica tiene una inica solucion real, la

cual es
—b

» sib? — 4ac < 0, entonces la ecuacion cuadrdtica no tiene soluciones reales.

Observacién 2.2.2. La expresion b?> — 4ac recibe el nombre de discriminante de

@-2.1).

Ejemplo 2.2.8. La temperatura T a la que hierve el agua, depende de su altura h con

respecto al niwel de mar. Las magnitudes h y T estdn vinculadas por la formula
h = 1000(100 — T") + 580(100 — T)2 (2.2.3)

para 95 < T < 100. ;Cudl es la temperatura a la que hierve el agua en la cima del

monte Fverest, esto es, a 8840 metros de altura? Use calculadora.

Solucién. En este caso, en virtud de la relacion (2.2.3)), debemos resolver la ecuacion
580(100 — T')* 4 1000(100 — T') = 8840.
Hacemos el cambio de variable v = 100 — T, obteniendo

580u? + 1000u — 8840 = 0,
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la cual es equivalente a

29u” + 50u — 442 = 0.
En esta tltima ecuaciéon, a = 29, b = 50 y ¢ = —442. De este modo, usando la férmula
(2.2.2)), tenemos que sus soluciones son

. —50 + /502 +4-29 442
N 58 '

O sea, usando calculadora,

ua 3,13 0 u ~ —4,86.

Haciendo 100 — 7" = u, obtenemos que
T ~ 96,87 0o T ~ 104,86.

Como el modelo planteado es para 95 < T' < 100, entonces, en la cima del monte

Everest, el agua hierve a casi 97 grados Celsius. O

2.3. Sistemas de Ecuaciones

En esta seccidon estudiaremos cémo resolver sistemas de dos ecuaciones y dos
incognitas, donde estas ecuaciones son de primer grado. Posteriormente resolveremos

algunas aplicaciones de éstos. Ejemplos de estos sistemas son

r—y=-1 : :
] cuya soluciéon tinicaes z =1e y = 2.
3r+2y="7
r+y=-—1 ) )
n el cual no tiene solucion.
—2r—2y=4
r+y=1 e .
n el cual tiene infinitas soluciones.
—2r —2y = -2

Nuestra pregunta es, jcomo resolver este tipo de sistemas de ecuaciones?
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Ejemplo 2.3.1. Considere el sistema de ecuaciones
r—y=-—1
3r+2y="T.
a) Para resolverlo, intentaremos eliminar una de las variables, en este caso y. Para
ello, multiplicamos la primera ecuacion por un nidmero, de modo que al sumar

ambas ecuaciones, la variable y se cancele, jpor cudl niumero multiplicamos la

Primera ecuacion parae que ocurra esto?

Solucién. Por 2, ya que de este modo, el sistema queda como
20 — 2y = =2
3r+2y="7

Al sumar estas ecuaciones, se cancela y, y nos queda la ecuacion 5z = 5.

b) Determine la solucidn de este sistema.

Solucién. Como de a) tenemos que 5z = 5, entonces x = 1. Luego, reemplazando
x = 1 en cualquiera de las ecuaciones del sistema, obtenemos el valor de y. En
efecto, si reemplazamos x = 1 en la primera ecuacién x —y = —1, obtenemos que
y = 2. De este modo, la solucién es x = 1 e y = 2. Podemos expresar la solucion

como un par ordenado (z,y), de modo que el conjunto solucién es
S=A{(12)}.

Ejemplo 2.3.2. Considere el sistema
6x + 5y = —1
dr+9y =5
a) Para resolverlo, intentaremos eliminar la variable x. En este caso, multiplicamos
la primera ecuacion por un numero y la sequnda ecuacion por otro niumero,

de modo que al sumar ambas ecuaciones se eliminen las x. ;Cudles son esos

nimeros?
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Solucién. El coeficiente de x en cada ecuacion, debe ser un miultiplo comtun de

6 y 4, pero con distinto signo. Como mem(6,4) = 12, entonces multiplicamos
por —2 la primera ecuaciéon y por 3 la segunda ecuacién, obteniendo el sistema

equivalente
—122 — 10y =2
120+ 27y =15

de donde al sumar sus ecuaciones obtenemos que 17y = 17.

b) Obtenga la solucidn de este sistema.

Solucién. De a), obtuvimos la ecuacion 17y = 17, de la cual se deduce que y = 1.

Al reemplazar y = 1 en la primera ecuacion del sistema original, obtenemos que

v =—1 Asi, S = {(-1,1)}. 0

Ejemplo 2.3.3. Obtenga la solucion del sistema

r+y=-1
—2z — 2y =4.

Solucién. Si multiplicamos por 2 la primera ecuacion, obtenemos el sistema equivalente

20 + 2y = -2
—2z — 2y =4.

Al sumar ambas ecuaciones de este nuevo sistema, obtenemos que 0 = 2, lo cual es
falso, de este modo el sistema no tiene soluciéon. Es decir, su conjunto solucion es S = ().

O
Ejemplo 2.3.4. Resuelva el sistema

r+y=1

—2r —2y= -2
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Solucién. Multiplicando por 2 la primera ecuaciéon y luego sumando ambas ecuaciones,
obtenemos que 0 = 0. Como esta igualdad es evidentemente valida, entonces el sistema
tiene infinitas soluciones. Para obtener algunas de ellas, consideremos que x = t, con t

un numero real cualquiera. Reemplazando x =t en la primera ecuacion, tenemos que
t+y=1leoy=1-Lt (2.3.1)

De este modo, podemos obtener algunas soluciones particulares, dandole valores a t, y

obteniendo el respectivo valor de x e y. En efecto, usando , tenemos que
m sit=1, entoncesz=1ey=0.
» sit =4, entonces zr =4 ey =—-3.

De este modo, el conjunto soluciéon es

S={(t1-1):tcR}.

Veamos un ejemplo de aplicacion de los sistemas de ecuaciones:

Ejercicio 2.3.1. Hay varios conejos y jaulas. Si colocamos un conejo por cada jaula,
sobra un conejo. Si colocamos dos conejos por cada jaula, sobra una jaula. ;Cudntos

conejos y jaulas hay?

Solucién. Sean z el nimero de conejos e y el niimero de jaulas. El hecho de que al
colocar un conejo por cada jaula, sobra un conejo, nos dice que hay 1 conejo mas que

jaulas, por lo que la primera ecuacién es
r—y=1 (2.3.2)

El hecho de que al colocar dos conejos por jaula, sobra una jaula, nos dice que hay

una jaula mas que la mitad de los conejos, por lo que la segunda ecuacion es

y—= =1, (2.3.3)
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la cual es equivalente a

2y —x =2 (2.3.4)

De este modo, resolvemos el sistema de las ecuaciones (2.3.2) y (2.3.4), es decir, el

sistema

r—y=1 —v+2y=2.

Para ello, usaremos un método distinto al como hemos resuelto los sistemas anteriores.
Esta vez despejaremos una incégnita de algunas de las ecuaciones y la reemplazaremos
en la otra ecuacion. En este caso, despejamos x de la primera ecuacion, obteniendo que

x =1+ y. Reemplazamos esta expresion en —x + 2y = 2, obteniendo que
-4y +2y=2.

Resolviendo esta ecuacion de primer grado, concluimos que y = 3. De este modo,

xr=1+y=1+3=4. Por lo tanto, hay 4 conejos y 3 jaulas. O

2.4. FEjercicios Propuestos

1. Obtenga, si es que existe, el valor de x que satisface la ecuacion

a) 204+1=3
b) 2z +1=2x
¢)3x—4=2(2+7)+ux

d) z—(£-2+2)=1-(1-4a)

) - it =—(1-13)
2
fy —/—=-3

2. Considere los siguientes sistemas de ecuaciones:
a) r—y=-3, box+y=27
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Sr+y=27, xt+2y=20
c) z—2y=0, 2r+y=—-15
e

r+2y=4, =2z -8y = -8

)
)
d) 2e+6y=2, —x—3y=0
)
£)

4o 4+ 6y =6, 6 +4y =14
Resuélva cada uno de ellos:
a) multiplicando una o ambas ecuaciones por un cierto namero, y luego
eliminando una de las incognitas.
b) despejando una incognita de una ecuacion y reemplazandola en la otra.
3. Resuelva los siguientes problemas, planteando y resolviendo una ecuacién o un
sistema de ecuaciones:
a) Un numero mas su quinta parte suman 18. ;Cual es el nimero?
b) Tres ntmeros consecutivos suman 444. ;Cudles son los nimeros?

¢) Necesitamos repartir 27 naranjas en 2 cajas, de modo que dada la capacidad
de ellas, caben 3 naranjas mas en la segunda caja que en la primera caja.

,Cuantas naranjas deberia ir en cada caja?

d) Don Ratl tuvé su primer hijo cuando tenia 24 afios, al segundo cuando tenia
28 anos y al tercero cuando tenia 32 anos. Si las edades de sus tres hijos

suman 36 anos. ;Cudles son las edades actuales del padre y de sus hijos?

e) Carlos y Maria José juntaron $74000 para salir de paseo por el fin de semana
largo. Maria José puso $7000 menos que Andrés. jCuanto dinero aport6 cada

uno?

f) Tengo 120 animales en mi granja, entre cerdos, ovejas y vacas en mi granja.
Las ovejas son 20 mas que los cerdos, y las vacas son 5 mas que las ovejas.

. Cuantas ovejas, vacas y cerdos hay?
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En la billetera de Elisa hay 62 billetes, entre billetes de $5000, $2000 y $1000.
Ella tiene el doble de billetes de $5000 que de $2000 y los billetes de $1000
son dos mas que los billetes de $5000. ; Cuantos de cada tipo de billete hay?

En un cajéon tengo naranjas, manzanas y platanos. Si hay el doble de
manzanas que de naranjas, y el doble de platanos que de manzanas. Si en

total tengo 126 frutas, ;cuéntas frutas de cada tipo hay?

La edad de Pedro es el doble de la edad de Maria. Si en 5 anos mas sus

edades sumaran 43 anos, jcuales son sus edades actuales?

En el garaje de una fabrica de respuestos de transporte, hay 110 vehiculos

entre autos y motos. Si las ruedas suman 360, ;cuéntos autos y motos hay?

Andrea a rendir una prueba para ingresar a la PDI, la cual consiste en 20
preguntas. Por cada respuesta correcta se le asignan 3 puntos, y por cada
respuesta incorrecta se le restan 2 puntos. ;Cudntas respuestas acerto, si

obtuvo un puntaje de 30 puntos?

Para la rendicion de la PSU en un liceo, se regalaron 96 lapices, los cuales se
dividen entre lapices pasta y lapices grafito. Si cada lapiz pasta costdo $800
y cada lapiz grafito cost6 $650, obtenga una expresion para el costo total de
los lapices. Si el costo total fue de $69300, jcuantos lapices de cada tipo se

regalaron?

El asaltante de un banco arranca en un automoévil, a una rapidez promedio
de 60’%”. A las 2 horas, lo empieza a perseguir un auto policial, el cual va
a una rapidez promedio de 100’%’". JAl cuénto tiempo de partir, la policia

alcanzara al asaltante?

4. Para cada una de las siguientes expresiones, determine qué valor se le deberia

sumar para que corresponda a un cuadrado del binomio, e indique cual seria tal

cuadrado del binomio.
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x? + 2z e) v —x
2
x* + 10z
f) 2% + 14z
22 — 8z
r? — 4x g) z? — 18z

5. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadraticas,

7.1) Usando factorizacion, cambio de variable y o completacion de cuadrado,

seglin sea el caso.

7.2) Usando la formula de la solucién de una ecuacion cuadratica.

a) 2 —169=0 h) 22 —2—-6=0

b) z°+z=0 i) 2% =108 — 3

c) 22 —13xz+36=0

j) 222 —2—-1=0

k) 322 — Tz +4=0

e) 22 —2x—35=0

2 —
$+2$—35—0 1) do*+Tx —2=0

)
) @
)
d) 22 +400 =0
)
f)
)

g) 42? — 20x = 24 m) 922 +6x+1=0

6. Determine para qué valores de o en R, la ecuacion cuadratica 22 — 4z + o? = 0

tiene una tnica solucion real.
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